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Ñèììåòðèè

Ïóñòü äàíî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå (íàïîìíèì, ÷òî
u1 = ux, u2 = uxx, . . . ; îïðåäåëåíèÿ F , D = Dx, Dt, ∇f è f∗ ñì. â ëåêöèè 2)

ut = f(x, u, u1, . . . , un). (1)

Eãî ñèììåòðèåé (âûñøåé, åñëè m > n) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

uτ = g(x, u, u1, . . . , um) (2)

òàêîå, ÷òî ïåðåêðåñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî t è τ ñîâïàäàþò: (ut)τ = (uτ )t.
Èíà÷å ãîâîðÿ, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî, òîæäåñòâåííî ïî uj :

∇g(f) = ∇f (g) ⇔ [f, g] := ∇f (g)−∇g(f) = 0. (3)

Ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàêæå, êàê

(∇f − f∗)(g) = 0 èëè f∗(g) = g∗(f).

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïðîñòîòû, ìû ðàññìàòðèâàåì àâòîíîìíûé ñëó÷àé,
êîãäà f, g íå çàâèñÿò ÿâíî îò t, τ (èñêëþ÷åíèÿ áóäóò ïîçæå äëÿ
íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèé).
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Ïðîñòåéøèé ïðèìåð: èåðàðõèÿ Áþðãåðñà

ßñíî, ÷òî âñå ëèíåéíûå ôóíêöèè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
êîììóòèðóþò:

[un, um] = Dm(un)−Dn(um) = 0.

Ïðè òî÷å÷íûõ çàìåíàõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîäñòàíîâêàõ ñâîéñòâî
êîììóòàòèâíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ. Ñäåëàåì çàìåíó ê óðàâíåíèþ Áþðãåðñà:

qt = qxx
q=ev−−−→ vt = vxx + v2x

u=vx=qx/q−−−−−−−→ ut = uxx + 2uux.

Âûñøèå ñèììåòðèè ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ òàê æå:

qtn = qn → vtn = e−vDn(ev) → utn = D(e−vDn(ev))|vj+1→uj
.

Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

utn = D(e−vDev)n(1)|vj+1→uj
= D(D + u)n(1).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé:
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ut1 = u1,

ut2 = u2 + 2uu1,

ut3 = u3 + 3uu2 + 3u21 + 3u21,

ut4 = u4 + 4uu3 + 10u1u2 + 6u2u2 + 12uu21 + 4u3u1, . . .

Çäåñü ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè çàìàñêèðîâàíî, íî ìîæíî ïðîâåðèòü
ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ (ñì. ïðîãðàììó).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

utn+1
= D(D+ u)n+1(1) = D(D+ u)D−1D(D+ u)n(1) = D(D+ u)D−1(utn).

Òàê êàê

D(D + u)D−1 = (D2 + uD + u1)D−1 = D + u+ u1D
−1,

òî ìîæíî çàïèñàòü

utn+1
= R(utn), R = D + u+ u1D

−1. (4)

Òàêèå îïåðàòîðû, ïåðåâîäÿùèå ñèììåòðèþ â ñèììåòðèþ áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà, íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè ðåêóðñèè.
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Àëãåáðà Ëè ñèììåòðèé

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ∇F = {∇f : f ∈ F} âñåõ
ýâîëþöèîííûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, à òàêæå îòíîñèòåëüíî êîììóòèðîâàíèÿ

[∇f ,∇g] := ∇f∇g −∇g∇f . (5)

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ f, g ∈ F

[∇f ,∇g] = ∇[f,g]. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü äåéñòâèå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè
íà äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå. Èñïîëüçóåì òî, ÷òî ∇f (uj) = Dj(f) è
êîììóòàòèâíîñòü [∇f , D] = 0. Òîãäà:

[∇f ,∇g](uj) = ∇f (∇g(uj))−∇g(∇f (uj))

= ∇f (Dj(g))−∇g(Dj(f))

= Dj(∇f (g)−∇g(f))

= Dj([f, g]) = ∇[f,g](uj). �
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Ñëåäñòâèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ (5) àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò òîæäåñòâî
ßêîáè

[[∇f ,∇g],∇h] + [[∇g,∇h],∇f ] + [[∇h,∇f ],∇g] = 0,

ïîýòîìó çàìêíóòîñòü ∇F îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà îçíà÷àåò, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî åñòü àëãåáðà Ëè.

Ñëåäñòâèå 2. Ìíîæåñòâî F ñàìî îáðàçóåò àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî
êîììóòàòîðà [f, g] = ∇f (g)−∇g(f), ïðè÷¼ì îòîáðàæåíèå f 7→ ∇f
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Â ÷àñòíîñòè, âåðíî òîæäåñòâî

[[f, g], h] + [[g, h], f ] + [[h, f ], g] = 0.

Ñëåäñòâèå 3. Îïðåäåëåíèå ñèììåòðèè (3) ðàâíîñèëüíî
êîììóòèðîâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýâîëþöèîííûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé:

[f, g] = 0 ⇔ [∇f ,∇g] = 0,

òî åñòü, ïåðåêð¼ñòíûå ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò íå òîëüêî äëÿ u, íî òàêæå
ïðè äåéñòâèè íà ëþáûå ôóíêöèè èç F .
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Ñëåäñòâèå 4. Èç òîæäåñòâà ßêîáè ñëåäóåò, ÷òî êîììóòàòîð ñèììåòðèé
åñòü ñèììåòðèÿ: åñëè g è h êîììóòèðóþò ñ f , òî ýòî æå âåðíî è äëÿ [g, h].
Èíà÷å ãîâîðÿ, ñèììåòðèè ôèêñèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ

Symf = {g ∈ F : [f, g]}
îáðàçóþò àëãåáðó Ëè (ïîäàëãåáðó Ëè â ∇F ).
Äîñòàòî÷íî òèïè÷íà ñèòóàöèÿ, êîãäà Symf � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Ëè
(ïî êðàéíåé ìåðå, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ àâòîíîìíûìè ñèììåòðèÿìè), òî
åñòü, âûñøèå ñèììåòðèè ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè è äðóã äëÿ äðóãà. Ýòî
ïîëåçíîå ñâîéñòâî, íî åãî íóæíî äîêàçûâàòü îòäåëüíî â êàæäîì ñëó÷àå.

Ñóùåñòâîâàíèå âûñøèõ ñèììåòðèé � î÷åíü æåñòêîå òðåáîâàíèå,
õàðàêòåðèçóþùåå èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ, íàðàâíå ñ ñóùåñòâîâàíèåì
âûñøèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Ãèïîòåçà Ôîêàñà. Åñëè (ñêàëÿðíîå) óðàâíåíèå ut = f(x, u, u1, . . . , un)
èìååò õîòÿ áû îäíó âûñøóþ ñèììåòðèþ, òî îíî èìååò ñèììåòðèè ñêîëü
óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà.

A.S. Fokas. A symmetry approach to exactly solvable evolution equations. J.
Math. Phys. 21:6 (1980) 1318�1325.

N.H. Ibragimov, A.B. Shabat. Evolutionary equations with nontrivial
Lie�B�acklund group. Funct. Anal. Appl. 14:1 (1980) 25�36.
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Ïðèëîæåíèÿ ñèììåòðèé

1) Ïîñòðîåíèå êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå ut = f . Ñòàöèîíàð ëþáîé åãî ñèììåòðèè uτ = g, òî
åñòü, óðàâíåíèå g = 0 � ýòî íåêîòîðîå ÎÄÓ, ñîâìåñòíîå ñ èñõîäíûì
óðàâíåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ñèììåòðèè

Dt(g) = f∗(g) = 0 åñëè g = 0.

Òàê êàê âûñøèõ ñèììåòðèé ìíîãî (åñëè óæ îíè âîîáùå åñòü) è èõ ìîæíî
ñêëàäûâàòü, òî òàêèå ÎÄÓ åñòü â íåîãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå

c1g1 + c2g2 + · · ·+ ckgk = 0, (7)

ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíûì. Ýòî ðåäóêöèè, ñâîäÿùèå
ðåøåíèå Ó×Ï ê ðåøåíèþ ÎÄÓ.

Ìíîãîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ ÊäÔ âêëàäûâàþòñÿ â ýòó ñõåìó: îíè
óäîâëåòâîðÿþò ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèÿì äëÿ âûñøèõ ñèììåòðèé ÊäÔ
(óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà). Ïðè ýòîì óñëîâèå áûñòðîóáûâàíèÿ ôèêñèðóåò
íóëåâûå çíà÷åíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé.
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Åñëè æå íå òðåáîâàòü áûñòðîóáûâàíèÿ, òî âîçíèêàþò áîëåå îáùèå
ðåøåíèÿ � êîíå÷íîçîííûå. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî àëãåáðà âûñøèõ
ñèììåòðèé ÊäÔ êîììóòàòèâíà, óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà íàñëåäóþò ýòó
àëãåáðó, òî åñòü, (7) ñîâìåñòíî íå òîëüêî ñ ÊäÔ, íî è ñàìèìè âûñøèìè
ñèììåòðèÿìè. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà
îêàçûâàþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè â ñìûñëå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà.
Èõ ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðàì, õîòÿ è âåñüìà ñëîæíûì. Ýòèì ìû
çàéì¼ìñÿ íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.

Äàííóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî îáîáùàòü, äîáàâëÿÿ â ñóììó (7)
íåàâòîíîìíûå ñèììåòðèè (òàê íàçûâàåìûå ñòðóííûå óðàâíåíèÿ).
Îäíàêî, äëÿ íèõ ñîâìåñòíîñòü ñ âûñøèìè ñèììåòðèÿìè íàðóøàåòñÿ, â
ðåçóëüòàòå èíòåãðèðóåìîñòü â êâàäðàòóðàõ ïðîïàäàåò. Ðåøåíèÿ
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òðàíñöåíäåíòû Ïåíëåâå èëè èõ âûñøèå àíàëîãè (èëè,
ëó÷øå ñêàçàòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò ýòè òðàíñöåíäåíòû...).
Ýòîé òåìû ìû òîæå ñëåãêà êîñí¼ìñÿ â êîíöå êóðñà.
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2) Êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé

Äëÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ ut = f(x, u, . . . , un) âû÷èñëåíèå ñèììåòðèè
uτ = g(x, u, . . . , um) ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà m � äîñòàòî÷íî
àëãîðèòìè÷åñêàÿ çàäà÷à. Óðàâíåíèå [f, g] = 0 ðàñùåïëÿåòñÿ ïî
ïåðåìåííûì um+1, . . . , um+n−1, ïîýòîìó îíî ñâîäèòñÿ ê íåêîòîðîé
ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî g. Èç
íå¼ ïîñòåïåííî óòî÷íÿåòñÿ çàâèñèìîñòü g îò àðãóìåíòîâ, íà÷èíàÿ ñ um.
Íà íåêîòîðîì øàãå ìîæåò âîçíèêíóòü ïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèñòåìà, òîãäà
ñèììåòðèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Â ÷àñòíîñòè, íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (îñòàâëÿåòñÿ â
êà÷åñòâå ÄÇ).

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ñòàðøàÿ ïðîèçâîäíàÿ âõîäèò â óðàâíåíèå
ëèíåéíî ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì, òî è ñèììåòðèÿ (åñëè îíà
ñóùåñòâóåò) èìååò òàêóþ æå ñòðóêòóðó:

ut = un + F (x, u, . . . , un−1) ⇒ uτ = um +G(x, u, . . . , um−1),

ïðè n,m > 1 (êîýôôèöèåíòû ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûìè 1 áåç ïîòåðè
îáùíîñòè, òàê êàê ïîòîêè ìîæíî óìíîæàòü íà ÷èñëî).

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 5 · 4 ìàðòà 2024 11 / 34



Ìîæíî äîêàçàòü è áîëåå îáùóþ ôîðìóëó

(∂un
(f))1/n = const(∂um

(g))1/m.

Ïîèñê âñåõ óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèõ ñèììåòðèè, òî åñòü, ïàð ôóíêöèé
f, g � ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à. Â îáùåì ñëó÷àå îíà âðÿä ëè
ðàçðåøèìà, äàæå ïðè íåáîëüøèõ n,m. Äëÿ öåëåé êëàññèôèêàöèè
èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé îáû÷íî òðåáóþò òå èëè èíûå äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ.

Èçâåñòíû êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû (â âèäå êîíå÷íûõ ñïèñêîâ
óðàâíåíèé) äëÿ ñëåäóþùèõ êëàññîâ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé:

ut = f(x, u, u1, u2),

ut = a(x, u, u1, u2)u3 + F (x, u, u1, u2),

ut = u5 + F (x, u, u1, u2, u3, u4).

Óðàâíåíèÿ ïîðÿäêîâ 4, 6, . . . ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà. Äëÿ óðàâíåíèé íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, ïî-âèäèìîìó, âåðíî, ÷òî
óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà 7, 9, 11, . . . ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè óðàâíåíèé ïîðÿäêà
3 èëè 5.
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Òàêæå èìååòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì (òèïà óðàâíåíèÿ ÍØ è
Áóññèíåñêà)

ut = u2 + a(x, u, v, u1, v1), vt = −v2 + b(x, u, v, u1, v1),

ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé uxy = ..., äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé un,t = f(un+1, un, un−1) (çäåñü n � íîìåð, à íå ïðîèçâîäíàÿ) è
íåêîòîðûõ äðóãèõ òèïîâ óðàâíåíèé.

A.V. Mikhailov, A.B. Shabat, R.I. Yamilov. The symmetry approach to
classi�cation of nonlinear equations. Complete lists of integrable systems.
Russ. Math. Surveys 42:4 (1987) 1�63.

A.V. Mikhailov, A.B. Shabat, V.V. Sokolov. The symmetry approach to
classi�cation of integrable equations. in: V.E. Zakharov (ed). What is
Integrability? Springer-Verlag, 1991, pp. 115�184.

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 5 · 4 ìàðòà 2024 13 / 34

https://doi.org/10.1070/RM1987v042n04ABEH001441


Âû÷èñëåíèå ñèììåòðèé ÊäÔ ïî îäíîðîäíîñòè

Äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (à òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ)
äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûñøèõ ñèììåòðèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî
îäíîðîäíîñòè. Äëÿ ÊäÔ ìû âèäåëè, ÷òî ïëîòíîñòè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
ìîæíî èñêàòü ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ýòî æå ãîäèòñÿ è
äëÿ ñèììåòðèé. Óðàâíåíèå ÊäÔ îäíîðîäíî îòíîñèòåëüíî âåñîâ

∂t : ∂x : u = 3 : 1 : 2,

ïðè÷¼ì â êàæäîì âåñå èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ìîíîìîâ:

âåñ 2: u

âåñ 3: u1

âåñ 4: u2, u
2

âåñ 5: u3, uu1

âåñ 6: u4, uu2, u
2
1, u

3

âåñ 7: u5, uu3, u1u2, u
2u1

âåñ 8: u6, uu4, u1u3, u
2
2, u

2u2, uu
2
1, u

4

è òàê äàëåå.
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Ñîñòàâëÿåì ñèììåòðèþ uτ = g, ãäå g � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìîíîìîâ
îäíîãî âåñà.
Èç Óòâ. 2 ñëåäóåò, ÷òî ñòàðøàÿ ïðîèçâîäíàÿ âõîäèò â g ëèíåéíî ñ

ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì, òî åñòü, â ñèììåòðèþ ïîðÿäêà m
îáÿçàòåëüíî âõîäèò ìîíîì um. Êîýôôèöèåíò ïðè í¼ì ñðàçó áåðåì
ðàâíûì 1, êîýôôèöèåíòû ïðè îñòàëüíûõ ìîíîìàõ � íåîïðåäåë¼ííûå.
Âû÷èñëÿåì êîììóòàòîð, ñîáèðàåì êîýôôèöèåíòû, ðåøàåì ñèñòåìó

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî åñëè ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî (òàê êàê åñëè åñòü äâà ðàçíûõ ðåøåíèÿ,
òî èõ ðàçíîñòü � ñèììåòðèÿ áåç ëèíåéíîãî ÷ëåíà um, ÷òî íåâîçìîæíî).

Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèììåòðèé:

ut1 = u1

ut3 = u3 − 6uu1

ut5 = (u4 − 10uu2 − 5u21 + 10u3)x

ut7 = (u6 − 14uu4 − 28u1u3 − 21u22 + 70u2u2 + 70uu21 − 35u4)x

ut9 = (u8 − 18uu6 − 54u1u5 − 114u2u4 − 69u23 + 126u2u4

+ 504uu1u3 + 378uu22 + 462u21u2 − 420u3u2 − 630u2u21 + 126u5)x

. . . . . . . . .
(8)
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Ýòî âû÷èñëåíèå ïðîèëëþñòðèðîâàíî â ïðèëîæåííîé ïðîãðàììå.
Ñèììåòðèè ÷¼òíîãî ïîðÿäêà íå îáíàðóæèâàþòñÿ, è îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðàâûå ÷àñòè ëåæàò â ImD.

Ìîæíî åùå íåìíîãî ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü. Ïîïðîáóåì ïîèñêàòü ñ
íåîïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè íå òîëüêî g, íî è f . Â òðåòüåì
ïîðÿäêå ïîíÿòíî, ÷òî êðîìå ÊäÔ íè÷åãî íåò. Â ÷åòâåðòîì ïîðÿäêå òîæå
íè÷åãî íå íàõîäèòñÿ. Â ïÿòîì ïîðÿäêå, ðàçóìååòñÿ, íàõîäèòñÿ ñèììåòðèÿ
ÊäÔ, íî, êðîìå íå¼, îáíàðóæèâàþòñÿ åù¼ ïàðà óðàâíåíèé:

Ñàâàäû�Êîòåðû [K. Sawada, T. Kotera. Progr. Theor. Phys. 51:5 (1974) 1355�1367]

ut = u5 + 5uu3 + 5u1u2 + 5u2u1

è Êàóïà�Êóïåðøìèäòà [D.J. Kaup. Stud. Appl. Math. 62:3 (1980) 189�216]

ut = u5 + 5uu3 +
25

2
u1u2 + 5u2u1.

Ó êàæäîãî èç íèõ åñòü ñèììåòðèè ïîðÿäêîâ 7, 11, 13, 17,. . . , òî åñòü, èç
íàòóðàëüíîãî ðÿäà âû÷åðêèâàþòñÿ ÷èñëà, êðàòíûå 2 è 3 (òîãäà êàê äëÿ
ÊäÔ âû÷åðêèâàþòñÿ òîëüêî êðàòíûå 2).

Ìîæíî ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü è ñ äðóãèìè âåñàìè (íàïðèìåð,
∂x : u = 1 : 1, êàê â óðàâíåíèÿõ Áþðãåðñà è ìÊäÔ), íî ìû íå áóäåì íà
ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ.
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Êîììóòàòèâíîñòü âûñøèõ óðàâíåíèé ÊäÔ

Âûñøèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ ñëóæàò ñèììåòðèÿìè íå òîëüêî äëÿ ÊäÔ, íî è
äðóã äëÿ äðóãà, òî åñòü, îíè îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó Ëè. Ýòî
ìîæíî äîêàçàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ äðóãèå èõ
îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà èëè íóëåâîé êðèâèçíû. Íî, åñòü
è î÷åíü ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå ñâîéñòâî
ïîëèíîìèàëüíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò âèä

ut = un + P (u, . . . , un−1),

ãäå P � ìíîãî÷ëåí ïî uj áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, è îáëàäàåò ñèììåòðèÿìè
òàêîãî æå âèäà

uτ1 = g1 = um1 + P1(u, . . . , um1−1), uτ2 = g2 = um2 + P2(u, . . . , um2−1),

ãäå P1, P2 ìíîãî÷ëåíû áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Òîãäà [g1, g2] = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 4, h = [g1, g2] ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðèåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà èç Óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî
h = c(ul +H), ãäå l � ñòàðøàÿ ïåðåìåííàÿ. Îäíàêî, â êîììóòàòîðå g1 è
g2 ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ íåò, òàê êàê ëèíåéíûå ñëàãàåìûå èç g1, g2
êîììóòèðóþò, à ìîíîìû áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ íå äàþò
(åñëè Gi � ìîíîì îáùåé ñòåïåíè ri ïî âñåì uj , òî [G1, G2] åñòü íåêîòîðàÿ
ñóììà ìîíîìîâ ñòåïåíè r1 + r2 − 1). Ñëåäîâàòåëüíî c = 0. �
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Âûâîä ñèììåòðèé ÊäÔ èç óðàâíåíèé äëÿ ψ

Êàê ìû ïîìíèì, óðàâíåíèå ÊäÔ åñòü óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äëÿ
óðàâíåíèé âèäà

ψxx = (u− λ)ψ, ψt = −axψ + 2aψx

èëè, â ìàòðè÷íîé çàïèñè

Ψ =

(
ψ
ψx

)
, U =

(
0 1

u− λ 0

)
, V =

(
−ax 2a

−axx + 2(u− λ)a ax

)
.

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè
Ut = Vx + [V,U ] (9)

ýêâèâàëåíòíî îäíîìó ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ

ut = −axxx + 4(u− λ)ax + 2uxa (10)

è äà¼ò ÊäÔ ïðè âûáîðå a = −2λ− u. Ïóñòü òåïåðü a � ìíîãî÷ëåí ïî λ
(óäîáíî åãî çàïèñûâàòü ïî ñòåïåíÿì −4λ):

a = −a0(−4λ)n − a1(−4λ)n−1 − · · · − an. (11)
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Ïîäñòàâèì ýòî â (10) è ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû:

(−4λ)n+1 : a0,x = 0
(−4λ)n : a1,x = a0,xxx − 4ua0,x − 2uxa0
(−4λ)n−1 : a2,x = a1,xxx − 4ua1,x − 2uxa1
. . . : . . .

(−4λ)1 : an,x = an−1,xxx − 4uan−1,x − 2uxan−1
1 : ut = an,xxx − 4uan,x − 2uxan=: an+1,x.

Ïîëó÷àþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ
a0, . . . , an, à ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ýâîëþöèîííîå
óðàâíåíèå íà u. Ýòî è áóäåò âûñøàÿ ñèììåòðèÿ ÊäÔ.

Ïîëîæèì a0 = −1/2 è áóäåì ïðåíåáðåãàòü êîíñòàíòàìè èíòåãðèðîâàíèÿ.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

a1,x = u1 ⇒ a1 = u;

a2,x = a1,xxx − 4ua1,x − 2uxa1 = u3 − 6uu1 ⇒ a2 = u2 − 3u2;

a3,x = a2,xxx − 4ua2,x − 2uxa2 = u5 − 10uu3 − 20u1u2 + 30u2u1 ⇒
a3 = u4 − 10uu2 − 5u21 + 10u3

è òàê äàëåå.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, a2, . . . ñòðîèòñÿ ïî îäíèì è òåì æå ôîðìóëàì
ïðè âñåõ n: îò n çàâèñèò ëèøü, â êàêîì ìåñòå îíà îáðûâàåòñÿ.

Åñòåñòâåííî, äëÿ ðàçíûõ n ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå óðàâíåíèÿ äëÿ u.
Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìÿ ÷åðåç t2n+1:

ut2n+1
= gn = an,xxx − 4uan,x − 2uxan = an+1,x. (12)

Âîçíèêàåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé, êîòîðàÿ â
òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (8).

Âîçíèêàþò äâà âîïðîñà:

� ïî÷åìó gj ∈ F , õîòÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (12) òðåáóþò
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x. Äåéñòâèòåëüíî ëè ìîæíî ïðîäîëæàòü ýòó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîãðàíè÷åííî?

� êàê äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ èìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (8)?
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Ëîêàëüíîñòü âûñøèõ óðàâíåíèé ÊäÔ

Ïåðåõîä îò aj ê aj+1 âêëþ÷àåò â ñåáÿ èíòåãðèðîâàíèå. Äîêàæåì, ÷òî îíî
íå âûâîäèò çà ïðåäåëû äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Îêàçûâàåòñÿ,
èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî ïðîâåñòè ñðàçó äëÿ âñåõ aj . Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

A = −a0 − a1/(−4λ)− a2/(−4λ)2 − · · · − an/(−4λ)n − . . . ,

òî åñòü, äåëèì ìíîãî÷ëåí (11) íà (−4λ)n è óñòðåìëÿåì n ê
áåñêîíå÷íîñòè. Â ðåçóëüòàòå, â óðàâíåíèè (10) ïðîïàäàåò ñâîáîäíûé ÷ëåí
ut è äëÿ A ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

− 4λAx = Axxx − 4uAx − 2uxA ⇔ −4λAx = K(A). (13)

Îíî äîïóñêàåò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü 2A:

−8λAAx = 2AAxxx − 8uAAx − 4uxA
2 ⇒

− 4λA2 = 2AAxx −A2
x − 4uA2 + c, (14)

ãäå c = −4a20λ+ c0 + c1/(−4λ) + c2/(−4λ)2 + . . . � ïîñòîÿííàÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Åñëè ðàñïèñàòü óðàâíåíèå (14) ïî ñòåïåíÿì −4λ, òî ïîëó÷èòñÿ

−a0an+1 − · · · − an+1a0 = 2(a0an,xx + · · ·+ a0,xxan)

− (a0,xan,x + · · ·+ an,xa0,x)

− 4u(a0an + · · ·+ ana0) + cn.

Òàê êàê a0 = −1/2, ýòî äà¼ò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ an+1 ÷åðåç âñå
ïðåäûäóùèå aj . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå an äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè îò u.

Çàìå÷àíèå. Åñòü è äðóãîé, ¾áîëåå íàó÷íûé¿ ñïîñîá âûâîäà
ñîîòíîøåíèÿ (14). Îí ïîëåçåí, êîãäà èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü íå
î÷åâèäåí. Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû (9)
Ut − Vx = [V,U ], ðàçäåëèì åãî íà (−4λ)n è óñòðåìèì n ê áåñêîíå÷íîñòè.
Ïðè ýòîì ìàòðèöà V ïåðåéäåò â ìàòðèöó

M =

(
−Ax 2A

−Axx + 2A(u− λ) Ax

)
,

à óðàâíåíèå (9) ïðåâðàòèòñÿ â ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëàêñà

Mx = [U,M ].
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Èç òîæäåñòâà Ëèóâèëëÿ (ìû åãî óæå âñïîìèíàëè â ëåêöèè ïðî
ìíîãîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ)

(log detM)x = tr(MxM
−1)

ñëåäóåò

(log detM)x = tr([U,M ]M−1) = trU − trMUM−1 = 0,

òî åñòü,
detM = 2AAxx −A2

x − 4(u− λ)A2 = −c = const,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (14).
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Îïåðàòîð ðåêóðñèè

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ óäîáíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîì âèäå. Ïóñòü

K = D3 − 4uD − 2ux,

òîãäà
gn = D(an+1) = K(an), n = 0, 1, 2, . . . , a0 = const .

Î÷åâèäíî, ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê

an+1 = D−1K(an),

ãäå D−1 � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x. Àíàëîãè÷íî, ìîæíî íàïèñàòü
óðàâíåíèå äëÿ gn: òàê êàê an = D−1(gn−1), òî

gn = KD−1(gn−1) = R(gn−1), R = D2 − 4u− 2uxD
−1. (15)

Îïåðàòîð R íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðåêóðñèè. Âûñøèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ
ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê

ut2n+1 = Rn(ux).
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Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð R íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðåêóðñèè äëÿ
óðàâíåíèÿ ut = f , åñëè îí ïåðåâîäèò ëþáóþ ñèììåòðèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ
â ñèììåòðèþ (òî åñòü, åñëè uτ = g � ñèììåòðèÿ, òî è uT = R(g) �
ñèììåòðèÿ).

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû R áûë îïåðàòîðîì ðåêóðñèè,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí óäîâëåòâîðÿë ñîîòíîøåíèþ

[∇f − f∗, R] = 0. (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñèììåòðèÿ uτ = g õàðàêòåðèçóåòñÿ
ðàâåíñòâîì

(∇f − f∗)(g) = 0.

Ïðèìåíÿÿ R, ïîëó÷àåì

R((∇f − f∗)(g)) = (∇f − f∗)(R(g)) = 0,

÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî uT = R(g) � òîæå ñèììåòðèÿ. �
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âèäà

R = rnD
n + · · ·+ r0 + · · ·+ r−kD

−k,

ñ rj ∈ F , êîììóòàòîð [∇f , R] ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ âñåõ
êîýôôèöèåíòîâ:

[∇f , R] = ∇f (rn)Dn + · · ·+∇f (r0) + · · ·+∇f (r−k)D−k =: ∇f (R).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ∇f êîììóòèðóåò ñ D, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
h ∈ F èìååì

[∇f , R](h) = ∇f (R(h))−R(∇f (h)) = ∇f (R)(h).

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ, (16) ìîæíî çàïèñàòü, êàê

∇f (R) = [f∗, R]. (17)
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Ïðèìåð

Ïðîâåðèì, ÷òî R = D + u1 � îïåðàòîð ðåêóðñèè äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà

ut = u2 + u21. (18)

Èìååì

f = u2 + u21, f∗ = D2 + 2u1D = (D + u1)(D + u1)− u2 − u21 = R2 − f,

òîãäà

∇f (R) = ∇f (u1) = D(f),

[f∗, R] = [R2 − f,R] = [R, f ] = [D + u1, f ] = [D, f ] = D(f),

ðåçóëüòàòû ñîâïàëè.

Ñëåäîâàòåëüíî, (18) äîïóñêàåò ñèììåòðèè

ut3 = (D + u1)(u2 + u21) = u3 + 3u1u2 + u31,

ut4 = u4 + 4u1u3 + 3u22 + 6u21u2 + u41

è òàê äàëåå.
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Îïåðàòîð ðåêóðñèè äëÿ ÊäÔ

Ïîêàæåì, ÷òî âñå âûñøèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ

ut2n+1 = Rn(u1), R = D2 − 4u− 2u1D
−1, n = 0, 1, 2, . . .

ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè ÊäÔ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5. Îïåðàòîð R ñëóæèò îïåðàòîðîì ðåêóðñèè äëÿ
óðàâíåíèÿ ut = u3 − 6uu1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

∇f (R) = −4ut − 2u1,tD
−1 = −4(u3 − 6uu1)− 2(u4 − 6uu2 − 6u21)D−1. (19)

Òåïåðü âû÷èñëèì êîììóòàòîð f∗ = D3 − 6uD − 6u1 è R, ðàçáèâàÿ R íà
ñëàãàåìûå.
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[D3 − 6uD − 6u1, D
2] = [−6uD − 6u1, D

2]

= −6uD3 − 6u1D
2 + 6D2uD + 6D2u1

= −6uD3 − 6u1D
2 + 6(uD3 + 2u1D

2 + u2D) + 6u1D
2 + 12u2D + 6u3

= 12u1D
2 + 18u2D + 6u3;

[D3 − 6uD − 6u1,−4u] = [D3 − 6uD,−4u]

= −4D3u+ 4uD3 + 24uDu− 24u2D

= −4uD3 − 12u1D
2 − 12u2D − 4u3 + 4uD3 + 24u2D + 24uu1 − 24u2D

= −12u1D
2 − 12u2D − 4u3 + 24uu1;

[D3 − 6uD − 6u1,−2u1D
−1] = [D3 − 6Du,−2u1D

−1]

= −2D3u1D
−1 + 12Duu1D

−1 + 2u1D
2 − 12u1u

= −2u1D
2 − 6u2D − 6u3 − 2u4D

−1 + 12uu1 + 12(uu2 + u2
1)D

−1 + 2u1D
2 − 12u1u

= −6u2D − 6u3 − 2u4D
−1 + 12(uu2 + u2

1)D
−1.

Âñ¼ ñêëàäûâàåì è ïîëó÷àåì òî æå, ÷òî â (19):

−4u3 + 24uu1 − 2(u4 − 6uu2 − 6u21)D−1. �
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Âûâîäû

Èòàê, óðàâíåíèå ÊäÔ îáëàäàåò áåñêîíå÷íîìåðíîé è êîììóòàòèâíîé
àëãåáðîé Ëè âûñøèõ ñèììåòðèé (èåðàðõèÿ ÊäÔ). Ëþáîå èç ýòèõ
óðàâíåíèé íè÷óòü íå õóæå ÊäÔ ïî ñâîéñòâàì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåãî åñòü
ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû è ìîæíî ïîâòîðèòü âñå âû÷èñëåíèÿ
ìíîãîñîëèòîííûõ ðåøåíèé èç ëåêöèè 3 (ìåòîä ïîòåíöèàëîâ Áàðãìàííà).
Ðàçëè÷èå áóäåò òîëüêî â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò: åñëè â ñëó÷àå ÊäÔ ôàçû
èìåëè âèä

kjx+ 4k3j t+ δj ,

òî ôàçû äëÿ ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî âñåé èåðàðõèè ðàâíû

kjx+ 4k3j t3 + 16k5j t5 + 64k7t7 + · · ·+ δj .

Åñëè ïîëîæèòü t2n+1 = 0 íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî íîìåðà, òî ðåøåíèå áóäåò
ôóíêöèåé îò x, t3, . . . , t2n−1, óäîâëåòâîðÿþùåé êàæäîìó èç óðàâíåíèé
ut2j+1 = gj , j = 1, . . . , n− 1.
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Âñå ëè ñèììåòðèè ÊäÔ ìû ïîëó÷èëè? Îêàçûâàåòñÿ, íåò � åñòü è äðóãèå.
Ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî àâòîíîìíûå ñèììåòðèè. Íî, åñòü è ñèììåòðèè,
â êîòîðûå ÿâíî âõîäèò t. Âî-ïåðâûõ, ýòî êëàññè÷åñêèå ñèììåòðèè Ãàëèëåÿ
è ðàñòÿæåíèÿ. Âî-âòîðûõ, ê ýòèì êëàññè÷åñêèì ñèììåòðèÿì ìîæíî
ïðèìåíÿòü îïåðàòîð ðåêóðñèè � ýòî äàñò åùå îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âûñøèõ ñèììåòðèé. Îäíàêî, îíè áóäóò áîëåå ñëîæíûìè � ìàëî òîãî, ÷òî
íåàâòîíîìíûå, íî è åùå íåëîêàëüíûå è íåêîììóòàòèâíûå. Òåì íå ìåíåå,
èõ òîæå ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé (Ïåíëåâå òèïà).
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Äîìàøíåå çàäàíèå

5.1. Äîêàæèòå ïðÿìîé ïðîâåðêîé óðàâíåíèÿ (17), ÷òî îïåðàòîð (4) �
îïåðàòîð ðåêóðñèè äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà.

5.2. Äîêàæèòå ñäåëàííîå âûøå Óòâåðæäåíèå 2 î óðàâíåíèÿõ ñ
îòäåë¼ííîé ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé:

ïócòü f = un + F (x, u, . . . , un−1), n ≥ 2, è [f, g] = 0, ãäå g = g(x, u, . . . , um),
∂um

(g) 6= 0, òîãäà g = um +G(x, u, . . . , um−1) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî
ìíîæèòåëÿ.

Äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèè [f, g] = 0 íåîáõîäèìî ïðîñëåäèòü çà âñåìè ÷ëåíàìè
ñîäåðæàùèìè um+n (îíè äîëæíû ñîêðàòèòüñÿ òîæäåñòâåííî) è um+n−1
(èç íèõ ïîëó÷èòñÿ òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå).
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5.3. Âñå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ñèñòåì. Ïðîâåðüòå, íà
ïðîñòåéøåì ÿçûêå ïåðåêðåñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ÷òî ñèñòåìà ÍØ

ut = uxx + 2u2v, −vt = vxx + 2v2u

îáëàäàåò ñèììåòðèåé

uτ = uxxx + 6uvux, vτ = vxxx + 6uvvx.

5.4. (íåîáÿçàòåëüíî) Îïåðàòîð ðåêóðñèè äëÿ ÍØ èìååò âèä

R =

(
D 0
0 −D

)
+ 2

(
u

−v

)
D−1(v, u),

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñèììåòðèè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
âåêòîðà-ñòîëáöà è D−1(v, u) � ýòî îïåðàòîð ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ íà
âåêòîð-ñòðîêó (v, u) è ïîñëåäóþùåãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðîâåðüòå, ÷òî
óðàâíåíèÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñòðîÿòñÿ ïðèìåíåíèåì R ê çàòðàâî÷íîé
ñèììåòðèè (

u

v

)
t0

=

(
u

−v

)
.

Ýòè âû÷èñëåíèÿ íåòðóäíî ðåàëèçîâàòü è íà êîìïüþòåðå.
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