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Ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû

Íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû ïðîâåðèëè, ÷òî óðàâíåíèå ÊäÔ ⇔ óñëîâèþ
ñîâìåñòíîñòè íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Ôîðìàëèçóåì ýòî âû÷èñëåíèå.

Ïóñòü äàíû ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà

Ψx = UΨ, Ψt = VΨ, (1)

ãäå Ψ � n-ìåðíûé âåêòîð, U è V ìàòðèöû n× n. Ýòî êîíå÷íîìåðíûå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Óñëîâèå èõ ñîâìåñòíîñòè çàïèñûâàåòñÿ ñîâåðøåííî ïðîçðà÷íî:

Ψxt = UtΨ + UΨt = (Ut + UV )Ψ

= VxΨ + VΨx = (Vx + V U)Ψ.

Òàê êàê Ψ � âåêòîð èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, òî ýòî ðàâíîñèëüíî
òîìó, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè Ψ òîæäåñòâåííî ðàâíû. Â ðåçóëüòàòå,
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ó×Ï äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû, åñëè
îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

Ut − Vx = [V,U ], (2)

ãäå U è V ìàòðèöû ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè > 1, çàâèñÿùèå îò
äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (ïîëåé) äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ è îò
ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ.

Ïðèìåð ñ ÊäÔ ñþäà ïðåêðàñíî ïîäõîäèò. Íàïîìíèì íàøè óðàâíåíèÿ.
Ìû ñòàðòîâàëè ñ

ψxx = (u− λ)ψ, ψt = bψ + 2aψx,

íàøëè îòñþäà
ψxt = (bx + 2(u− λ)a)ψ + (b+ 2ax)ψx

è çàòåì ïðîâåðèëè, ÷òî ðàâåíñòâî (ψxt)x = (ψxx)t ðàâíîñèëüíî

axx + bx = 0, ut = bxx + 4(u− λ)ax + 2uxa.

Çäåñü ìîæíî ñ÷èòàòü b = −ax áåç ïîòåðè îáùíîñòè.
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Ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

ut = −axxx + 4(u− λ)ax + 2uxa (3)

è ïîëó÷àåì ÊäÔ ïðè âûáîðå a = −2λ− u.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ψ çàïèñûâàþòñÿ â ìàòðè÷íîì âèäå (1), åñëè ïîëîæèòü

Ψ =

(
ψ
ψx

)
, U =

(
0 1

u− λ 0

)
, V =

(
−ax 2a

−axx + 2(u− λ)a ax

)
. (4)

Óðàâíåíèþ ÊäÔ îòâå÷àåò ìàòðèöà V ñ a = −2λ− u, òî åñòü

V =

(
ux −4λ− 2u

uxx + 2(λ− u)(2λ+ u) −ux

)
. (5)

Â ðåçóëüòàòå, âñå íàøè âû÷èñëåíèÿ ïåðåôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ìîæíî ïðîâåðèòü è íåçàâèñèìî.

Óòâåðæäåíèå 1. Óðàâíåíèå ÊäÔ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé
êðèâèçíû (2) ñ óêàçàííûìè ìàòðèöàìè U è V .
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Çàìåòèì, ÷òî âûáîð a � íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûé. Â êà÷åñòâå a ìîæíî
áûëî áû ïðèíÿòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ îò u, u1, u2, . . . , un = ∂nx (u), ÷òî
ïðåâðàùàåò (3) â ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äîâîëüíî îáùåãî âèäà.

Îäíàêî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå íå ñîäåðæàëî ïàðàìåòðà λ, òî
åñòü, îí äîëæåí òîæäåñòâåííî ñîêðàùàòüñÿ â ïðàâîé ÷àñòè.

Ýòî äåëàåò êîíñòðóêöèþ æ¼ñòêîé � êîýôôèöèåíò a äîëæåí áûòü
ìíîãî÷ëåíîì ïî λ (ýòî íåïðàâäà...), è âñå åãî êîýôôèöèåíòû îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå, âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾âûñøèõ¿ óðàâíåíèé ÊäÔ.
Ìû îáñóäèì èõ íà ñëåäóþùåé ëåêöèè. Ïîêà îãðàíè÷èìñÿ îäíèì
ïðèìåðîì, ñëåäóþùèì ïî ïðîñòîòå çà ÊäÔ:

a = −2λ− u ⇒ ut = u3 − 6uu1,

a = 8λ2 + 4uλ− u2 + 3u2 ⇒ ut = u5 − 10uu3 − 20u1u2 + 30u2u1.
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Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé, òðåáîâàíèå, ÷òîáû ìàòðèöû
çàâèñåëè îò λ âàæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ψ-ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþùèå (1)
èìåëè íåòðèâèàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò λ, êàê ïàðàìåòðà. Ìû âèäåëè, ÷òî
ýòî ïðèìåíÿåòñÿ â êîíñòðóêöèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëîæåíèÿìè â ðÿäû ïî
λ. Òàêæå, ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ îñíîâàí íà èçó÷åíèè
ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèé (1) (ïðè êàêèõ λ èìåþòñÿ
ëîêàëèçîâàííûå èëè îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ; äàííûå ðàññåÿíèÿ è èõ
çàâèñèìîñòü îò t).

Ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì
ñâîéñòâîì, êîòîðîå ìîæíî ïðèíÿòü çà îïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìîñòè. Â
ïðèíöèïå, åñòü íåêîòîðûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå äëÿ çàäàííîãî
óðàâíåíèÿ íàéòè ìàòðèöû U, V èëè äîêàçàòü, ÷òî èõ íå ñóùåñòâóåò.
Îäíàêî, îíè äîâîëüíî ñëîæíû è íå óíèâåðñàëüíû, è ìû íå áóäåì íà ýòîì
îñòàíàâëèâàòüñÿ.
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Çàìå÷àíèå. Ïðè ïîèñêå è èñïîëüçîâàíèè ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé
ñëåäóåò ó÷èòûâàòü êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ψ = KΨ̃, U = KŨK−1 +Dx(K)K−1, V = KṼ K−1 +Dt(K)K−1,

ãäå K = K[u, λ] ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ïðåäñòàâëåíèÿ,
ñâÿçàííûå òàêîé çàìåíîé, íàçûâàþòñÿ êàëèáðîâî÷íî ýêâèâàëåíòíûìè.
Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè íå ïîëó÷àëèñü èç êàêèõ-òî òðèâèàëüíûõ
(íàïðèìåð, äèàãîíàëüíûõ èëè áåç λ). Íàïðèìåð, ïóñòü

U =

(
u λ(u− 1)
0 1

)
, V =

(
f λ(f + 1)
0 −1

)
,

ãäå f = f(x, u, u1, . . . , un) ∈ F ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà (2)
ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ ut = Dx(f). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå
íóëåâîé êðèâèçíû åñòü ó ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà? Óâû, ýòî
fake representation: U è V ïîëó÷àþòñÿ èç äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö:

Ũ =

(
u 0
0 1

)
, Ṽ =

(
f 0
0 −1

)
, K =

(
1 −λ
0 1

)
.

Íèêàêîé ïîëüçû îò òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåò. Ðàñïîçíàòü ôàëüøèâûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæåò áûòü íå òàê-òî ïðîñòî.
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Äðóãèå ïðèìåðû

Êîíå÷íî, êðîìå ÊäÔ åñòü è äðóãèå íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû âèäà

U =

(
−λ −v
u λ

)
, V = 2λU + U1, U1 =

(
−uv vx
ux uv

)
, (6)

òîãäà óðàâíåíèå (2) îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì 2-êîìïîíåíòíîé
ýâîëþöèîííîé ñèñòåìå

ut = uxx + 2u2v, −vt = vxx + 2uv2. (7)

Ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (ñèñòåìà Çàõàðîâà�Øàáàòà èëè
ñèñòåìà Àáëîâèöà�Êàóïà�Íüþýëëà�Ñèãóðà). Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ìîæíî
âûäåëèòü íåñêîëüêî âåùåñòâåííûõ ôîðì. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ñ÷èòàòü
u, v ∈ R. Âî-âòîðûõ, ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó t→ it, ïîñëå ÷åãî ïîÿâëÿþòñÿ
ðåäóêöèè v = ±u∗, ïðèâîäÿùèå ê óðàâíåíèÿì

−iut = uxx ± 2|u|2u. (NLS±)
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Êàê è â ñëó÷àå ÊäÔ, óâåëè÷èâàÿ ñòåïåíü V ïî λ, ïîëó÷èì ñèñòåìû áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, âûáîð

V = 4λ2U + 2λU1 + U2, U2 =

(
uvx − uxv −vxx − 2uv2

uxx + 2u2v uxv − uvx

)
, (8)

ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

ut = uxxx + 6uvux, vt = vxxx + 6uvvx. (9)

Çäåñü âîçìîæíû ðåäóêöèè v = ±u, ïðèâîäÿùèå ê ìÊäÔ±

ut = uxxx ± 6u2ux.

Òàêæå ìîæíî ïîëîæèòü v = 1, â ðåçóëüòàòå îïÿòü ïîëó÷èòñÿ ÊäÔ.
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Ïðèìåð 2. Ïóñòü

U =
1

2

(
λ −ux
ux −λ

)
, V =

1

2λ

(
cosu sinu
sinu − cosu

)
,

òîãäà óðàâíåíèå (2) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ sin-Ãîðäîí

uxt = sinu. (10)

Åñëè æå âçÿòü

U =
1

2

(
λ ux
ux −λ

)
, V =

1

2λ

(
coshu − sinhu
sinhu − coshu

)
,

òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå sinh-Ãîðäîí

uxt = sinhu. (11)

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà U çäåñü ôàêòè÷åñêè òà æå, ÷òî è â (6), ñ
òî÷íîñòüþ äî çàìåíû u→ ux, v → ±ux è íåñóùåñòâåííûõ
ïåðåîáîçíà÷åíèé. Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèé ìÊäÔ±, ÍØ±, óðàâíåíèÿ
(10) è (11) ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñ÷èòàòü ïåðåìåííóþ u êîìïëåêñíîé, íî
âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé äðóã ê äðóãó íå ñâîäÿòñÿ.

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 4 · 26 ôåâðàëÿ 2024 11 / 17



Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà

Îïðåäåëåíèå 2. Íåëèíåéíîå Ó×Ï äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà, åñëè
îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

Lt = [A,L], (12)

ãäå A è L � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ êîýôôèöèåíòàìè,
çàâèñÿùèìè îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. L è A ìîãóò áûòü è äðóãîé ïðèðîäû, íàïðèìåð, ýòî ìîãóò
áûòü ðàçíîñòíûå èëè ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû, èëè ýëåìåíòû íåêîòîðîé
àëãåáðû Ëè; íî äëÿ ÊäÔ íóæíû äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, êàê è
áûëî â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Ëàêñà.

Äëÿ ÊäÔ, ïåðåïèøåì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

ψxx = (u− λ)ψ, ψt = uxψ − 2(2λ+ u)ψx

â îïåðàòîðíîì âèäå. Çäåñü óðàâíåíèå äëÿ ψt íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ ψ
ïî x âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê îíè èñêëþ÷åíû â ñèëó óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà.
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Íî, âìåñòî èñêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî èñêëþ÷àòü ïàðàìåòð λ � ýòî
è ïðèâîäèò ê îïåðàòîðàì. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ïî x è
ñîêðàòèì âî âòîðîì ÷ëåí ñ λψx, òîãäà óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

ψxx = (u− λ)ψ, ψt = 4ψxxx − 6uψx − 3uxψ.

Ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê

Lψ = λψ, ψt = Aψ, (13)

ãäå L � îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà, à A � îïåðàòîð òðåòüåãî ïîðÿäêà:

L = −D2
x + u, A = 4D3

x − 6uDx − 3ux. (14)

Òîãäà óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè çàïèñûâàåòñÿ òàê:

(Lt + LA)ψ = λAψ = ALψ ⇒ Lt = [A,L].
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Ïîÿñíèì, ÷òî ÄÎ ñîñòîÿò íå òîëüêî èç äèôôåðåíöèðîâàíèé, íî è èç
óìíîæåíèé íà ôóíêöèè: åñëè L = −D2

x + u, òî Lψ = −ψxx + uψ.

Ïðîèçâåäåíèå ÄÎ îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì êîìïîçèöèè:

(AB)(f) = A(B(f)).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ïðàâèëî Ëåéáíèöà äëÿ ïåðåñòàíîâêè
D = Dx è îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà a:

(Da)(b) = D(ab) = aD(b) +D(a)b ⇒ Da = aD +D(a).

Ïî èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü òàêæå ôîðìóëó

Dna = aDn +

(
n

1

)
D(a)Dn−1 + · · ·+

(
n

n− 1

)
Dn−1(a)D +Dn(a),

ãäå
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! (ÿñíî, ÷òî ýòî ïðîñòî ôîðìóëà äëÿ D
n(ab)).
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Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óìåòü ïåðåìíîæàòü ëþáûå ÄÎ, âàæíî òîëüêî
íå çàáûâàòü, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí â îïåðàòîðå � ýòî íå ôóíêöèÿ, à
îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ.

Ïðîâåðèì, ÷òî óðàâíåíèå Ëàêñà ñ îïåðàòîðàìè

L = −D2 + u, A = 4D3 − 6uD − 3ux

äåéñòâèòåëüíî äàåò ÊäÔ. Îïåðàòîð Lt ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî
äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïî t (ñîãëàñíî ïðàâèëó Ëåéáíèöà,
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2 − 3D2ux

= 4(uD3 + 3uxD
2 + 3uxxD + uxxx)− 4uD3

+ 6uD3 − 6(uD2 + 2uxD + uxx)D

− 6u(uD + ux) + 6u2D

+ 3uxD
2 − 3(uxD

2 + 2uxxD + uxxx)

= uxxx − 6uux.
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Äîìàøíåå çàäàíèå

4.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå Áóññèíåñêà

utt + 3(uxx + 2u2)xx = 0 (15)

äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà Lt = [A,L] ñ îïåðàòîðàìè

L = D3
x + uDx + v, A = 3D2

x + 2u.

(Ñíà÷àëà âûïèøèòå ñèñòåìó íà u, v, çàòåì èñêëþ÷èòå v). Ïåðåïèøèòå ýòî
ïðåäñòàâëåíèå (èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (13)) â âèäå ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé
êðèâèçíû â ìàòðèöàõ 3× 3.

4.2. Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè

(ut − uxxx + 6uux)x = 3uyy (16)

ñëóæèò óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ψyt = ψty äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé âèäà

ψy = ψxx − uψ, ψt = 4ψxxx − 6uψx + vψ. (17)

(Ïîëó÷èòå ñèñòåìó íà êîýôôèöèåíòû u, v è èñêëþ÷èòå â íåé v.) Êàê ýòî
ìîæíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîé ôîðìå?
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Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèÿ (17) îòëè÷àþòñÿ îò ïðèìåðîâ íà ëåêöèè.
Âî-ïåðâûõ, ïàðàìåòðà λ íåò. Âî-âòîðûõ, îòíîñèòåëüíî ψ ýòî íå ÎÄÓ, à
ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ψ, ψx, ψxx, . . . ÿâëÿþòñÿ
äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî, îíè è çàìåíÿþò
ñòåïåíè λ â îäíîìåðíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷àõ. Ýòè îòëè÷èÿ ÿâëÿþòñÿ
ïðèíöèïèàëüíûìè äëÿ 2D è 3D óðàâíåíèé.

4.3. Ïîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (16), íå çàâèñÿùèå îò y, ñâîäÿòñÿ
ê ðåøåíèÿì ÊäÔ. (Òî, ÷òî ðåøåíèÿ ÊäÔ óäîâëåòâîðÿþò ÊÏ � î÷åâèäíî.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ýòî íåâåðíî, òàê êàê åñòü ëèøíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x.
Îäíàêî, ýòî îêàçûâàåòñÿ íå ñóùåñòâåííûì è êîìïåíñèðóåòñÿ ïðîñòîé
çàìåíîé. Íàéäèòå å¼.) Äëÿ ðåøåíèé u íå çàâèñÿùèõ îò y, çàâèñèìîñòü ψ
îò y ìîæíî îòäåëèòü, ïîëîæèâ ψ(x, y, t) = e−λyψ(x, t). Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè
ýòîì óðàâíåíèÿ (17) ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì çàäà÷àì äëÿ ÊäÔ.

4.4. Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèÿ (16) íå çàâèñÿùèå îò t óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ Áóññèíåñêà (ñîâïàäàåò ñ (15) ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé è
ðàñòÿæåíèé)

3uyy + (uxxx − 6uux)x = 0.

Ââåäèòå ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ïîëàãàÿ ψ(x, y, t) = eλtψ(x, y) è
âûâåäèòå èç (17) ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà èç ïåðâîé çàäà÷è (ðàñòÿæåíèÿ
äåëàòü íå îáÿçàòåëüíî).
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