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Äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå

Â êóðñå ÓÌÔ, êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äåëÿòñÿ íà
ýëëèïòè÷åñêèå, ãèïåðáîëè÷åñêèå è ïàðàáîëè÷åñêèå, ïî ñèãíàòóðå
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, îòâå÷àþùåé ãëàâíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ: Ëèóâèëëÿ uxy = eu è sin-Ãîðäîíà
uxy = sinu.

Ýëëèïòè÷åñêèå: uxx + uyy = eu, uxx + uyy = sinu.

Ïàðàáîëè÷åñêèå: óðàâíåíèå Áþðãåðñà ut = uxx + 2uux.

Â îñíîâíîì, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ èëè
ñèñòåìû � ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ∂t, ïðîèçâîëüíîãî ïî ∂x. Íàïðèìåð, ÊäÔ

ut = uxxx + 6uux,

íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

ut = uxx + 2u2v, −vt = vxx + 2uv2

óðàâíåíèå Áóññèíåñêà

utt = (uxxx + 6uux)x ←→ ut = v, vt = (uxxx + 6uux)x.
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Ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèì î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì:

ëþáàÿ ñòàðøàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂kt ∂
n
x (u) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå

òîëüêî ïî x;
ìåæäó ïðîèçâîäíûìè ïî x íåò íèêàêîé ôèêñèðîâàííîé
ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè.

Áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîäíûå ïî x äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, ïî
àíàëîãèè ñ êîíå÷íîìåðíûìè äèíàìè÷åñêìè ñèñòåìàìè.

Äëÿ êðàòêîñòè, ìû áóäåì ÷àñòî (íî íå âñåãäà) èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

un = ∂nx (u), n = 0, 1, 2, . . .

Ïðèìåð äëÿ ÊäÔ:

ut = uxxx + 6uux = u3 + 6uu1,

uxt = uxxxx + 6uuxx + 6u2x = u4 + 6uu2 + 6u21,

u2,t = u5 + 6uu3 + 18u1u2,

u3,t = u6 + 6uu4 + 24u1u3 + 18u22,

utt = u3,t + 6utux + 6uuxt

= u6 + 6uu4 + 24u1u3 + 18u22

+ 6(u3 + 6uu1)u1 + 6u(u4 + 6uu2 + 6u21) = . . .
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Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâîäíûå âñåõ un ïî t âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñàìè un. Ýòî
ïîõîæå íà îáû÷íûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

u1,t = a1(u1, . . . , un), . . . , un,t = an(u1, . . . , un),

òîëüêî óðàâíåíèÿ íèêîãäà íå çàìûêàþòñÿ. Òî åñòü, ýâîëþöèîííîå
óðàâíåíèå � ýòî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû

ut = f(u, v, ux, vx, uxx, vxx), vt = g(u, v, ux, vx, uxx, vxx)

äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ñëóæàò ïðîèçâîäíûå

u0 = u, v0 = v, u1 = ux, v1 = vx, . . . , un = ∂nx (u), vn = ∂nx (v), . . .

Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

uxy = f(u, ux, uy)

äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ñëóæàò ïðîèçâîäíûå

p0 = u, p1 = ux, p2 = uxx, . . . , q1 = uy, q2 = uyy, . . .
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Îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Äëÿ ïðîñòîòû, ðàññìîòðèì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå ñ îäíèì ïîëåì:

ut = f(x, u0, u1, . . . , uk). (1)

Ïóñòü F îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé îò x, t è ïðîèçâîëüíîãî,

íî êîíå÷íîãî ÷èñëà äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ un. Òàê êàê ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ un èçâåñòíû, òî ìû ìîæåì äèôôåðåíöèðîâàòü è
òàêèå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî x � ýòî ôîðìàëüíîå
âåêòîðíîå ïîëå

Dx = ∂x + u1∂0 + u2∂1 + · · ·+ un+1∂n + . . .

ãäå
∂n = ∂/∂un

.

Õîòÿ ñóììà áåñêîíå÷íàÿ, Dx êîððåêòíî äåéñòâóåò íà ôóíêöèè èç F :

Dx(a(x, u0, . . . , un)) = ∂x(a) + u1∂0(a) + · · ·+ un+1∂n(a).
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Î÷åâèäíî, ýòî ïðîñòî ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò ñëîæíîé
ôóíêöèè.

Îïåðàòîð Dx îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ óðàâíåíèé âèäà (2), òî åñòü, ýòîò
îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü âûáîðîì íàáîðà äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

Îò óðàâíåíèÿ çàâèñèò ëèøü ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî t.

Îïðåäåëåíèå 2. Ýâîëþöèîííîé ïðîèçâîäíîé â ñèëó (2), èëè îïåðàòîðîì
ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî t, íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå

∇f = Dt = ∂t + f∂0 +Dx(f)∂1 + · · ·+Dn
x (f)∂n + . . .

Îïÿòü, äåéñòâèå Dt íà F êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Çäåñü ìû ñíà÷àëà
ïðîäîëæàåì óðàâíåíèå íà âñå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, èñïîëüçóÿ óæå
ââåäåííûé îïåðàòîð Dx:

u0,t = f, u1,t = Dx(ut) = Dx(f), u2,t = Dx(u1,t) = D2
x(f), . . . ,

çàòåì ðàñïðîñòðàíÿåì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ôóíêöèè. Ïî
ïîñòðîåíèþ, îïåðàòîðû Dx è Dt êîììóòèðóþò:

[Dx, Dt] = 0.
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Îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè

Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà ∇f ê ôóíêöèè a(u0, . . . , un) ∈ F ìîæíî
çàïèñàòü è íàîáîðîò, êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà a∗
ê f . Ïîëîæèì, ïî îïðåäåëåíèþ,

a∗(f) = ∇f (a).

Ðàñïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü:

∇f (a(x, u0, . . . , un)) = f∂0(a) +Dx(f)∂1(a) + · · ·+Dn
x (f)∂n(a)

=
(
∂0(a) + ∂1(a)Dx + · · ·+ ∂n(a)D

n
x

)
(f).

Îïðåäåëåíèå 3. Îïåðàòîðîì ëèíåàðèçàöèè ôóíêöèè a íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

a∗ = ∂0(a) + ∂1(a)Dx + · · ·+ ∂n(a)D
n
x .

Ôàêòè÷åñêè, ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ f :

a∗(f) =
d

dε
a[u+ εf ]

∣∣∣
ε=0
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Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (òî åñòü, ÎÄÓ),
èíòåãðèðóåìîñòü îçíà÷àåò íàëè÷èå ¾äîñòàòî÷íîãî¿ ÷èñëà ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ.

Ïîñëå ýêñïåðèìåíòîâ Çàáóñêè�Êðàñêàëà âîçíèêëî æåëàíèå îáúÿñíèòü
ðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé òåì, ÷òî ÊäÔ ìîæåò èìåòü êàêèå-òî
ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû. Îäíàêî, ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå

ut = f(u, u1, . . . , uk)

íå ìîæåò èìåòü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â ïðèíöèïå: äîïóñòèì, ÷òî

Dt(H(u, u1, . . . , un)) = 0, ∂n(H) 6= 0;

â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò

∂0(H)f + ∂1(H)Dx(f) + · · ·+ ∂n(H)Dn
x (f)

è ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñîäåðæèò un+k, à äðóãèå íåò, ñîêðàùåíèå
íåâîçìîæíî.
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Òåì íå ìåíåå, ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû âñå æå åñòü, îäíàêî ýòî íå
ôóíêöèè èç F , à èíòåãðàëû îò íèõ � ôóíêöèîíàëû.

Îïðåäåëåíèå 4. Çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ (conservation law) íàçûâàåòñÿ ïàðà
ôóíêöèé ρ, σ ∈ F òàêàÿ, ÷òî

Dt(ρ) = Dx(σ).

Ôóíêöèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ (density), σ � òîêîì ç.ñ. (�ux).

Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþò ñîêðàùåíèå (íàïðèìåð, áëàãîäàðÿ
áûñòðîóáûâàíèþ), òî èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ:

∂t

∫ +∞

−∞
ρ dx =

∫ +∞

−∞
Dt(ρ) dx =

∫ +∞

−∞
Dx(σ) dx = σ

∣∣∣+∞
−∞

= 0.

Ýòî è åñòü àíàëîã ïåðâîãî èíòåãðàëà äëÿ ÎÄÓ.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ïî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè r ∈ F :

ρ = Dx(r), σ = Dt(r) ⇒ Dt(ρ) = Dx(σ).

Íî, ýòî ñîâåðøåííî íå èíòåðåñíî, òàê êàê òîãäà
∫ +∞
−∞ ρ dx = r

∣∣+∞
−∞ = 0.
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Òàêèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè. Ïëîòíîñòè,
îòëè÷àþùèåñÿ íà ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ îò x íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè:

ρ1 ∼ ρ2 ⇔ ρ1 − ρ2 ∈ ImDx.

Ôóíêöèîíàëû, îòâå÷àþùèå ýêâèâàëåíòíûì ïëîòíîñòÿì ñîâïàäàþò (îïÿòü
òàêè, ïðè ïðàâèëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ):∫ +∞

−∞
(ρ+Dx(a)) dx =

∫ +∞

−∞
ρ dx.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèîíàëîâ F̂ åñòü íè ÷òî èíîå, êàê
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

F̂ = F/Dx(F).

Âàæíûé âîïðîñ: êàê îòëè÷èòü òðèâèàëüíûé ç.ñ. îò íåòðèâèàëüíîãî?
Èíà÷å ãîâîðÿ, êàê óçíàòü, ëåæèò ëè ρ â ImDx?

Åñòü ðàçóìíûé îòâåò, äàæå äâà � àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è
âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ, íî ñåãîäíÿ ìû ýòî ïðîïóñòèì, âåðí¼ìñÿ ê
ýòîé òåìå ïîçæå.
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Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ÊäÔ

Â îòëè÷èå îò ÎÄÓ, ó êîòîðûõ âñåãäà ñóùåñòâóþò ïåðâûå èíòåãðàëû (õîòÿ
èõ íå âñåãäà óäà¼òñÿ íàéòè), ó ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ îáû÷íî íåò èëè åñòü âñåãî íåñêîëüêî øòóê. Íî, îêàçûâàåòñÿ,
÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Dt(u) = u3 + 6uu1 = Dx(u2 − 3u2), (ìàññà)

Dt(u
2) = 2uu3 + 12u2u1 = Dx(2uu2 − u21 + 4u3), (èìïóëüñ)

Dt(u
2
1 − 2u3) = Dx(2u1u3 − u22 − 6u2u2 + 12uu21 − 9u4), (ýíåðãèÿ)

Dt(u
2
2 − 10uu21 + 5u4) = Dx(2u2u4 − u23 − 20uu1u3 + 16uu22

+ 10u21u2 + 20u3u2 − 90u2u21 + 24u5)

. . . . . . . . .

Ïîêàæåì, êàê òàêèå ç.ñ. ìîæíî ïðîâåðÿòü è èñêàòü ïðè ïîìîùè
êîìïüþòåðà, à ïîòîì äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîäîëæàåòñÿ
íåîãðàíè÷åííî.
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Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôôèöèåíòîâ

Óðàâíåíèå ÊäÔ îäíîðîäíî îòíîñèòåëüíî âåñîâ

∂t : ∂x : u = 3 : 1 : 2.

Òî åñòü, åñëè ñëîæèòü â êàæäîì ìîíîìå ÷èñëî âõîæäåíèé ∂t, ∂x è u ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì âåñîì, òî ïîëó÷èòñÿ îäíî è òî æå:

ut = uxxx +6uux
2 + 3 2 + 3 · 1 2 · 2 + 1 = 5

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî åñòü ñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ðàñòÿæåíèé

(t, x, u) 7→ (c3t, cx, c−2u).

Åñëè f � ìíîãî÷ëåí îò un, îäíîðîäíûé îòíîñèòåëüíî âåñîâ un ∼ 2 + n, òî
Dx(f) è Dt(f) � òàêæå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû, ñ âåñàìè íà 1 è 3
áîëüøå èñõîäíîãî âåñà f .
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Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ðàâåí ñóììå îäíîðîäíûõ. Ïîýòîìó, ïîëèíîìèàëüíûé
ç.ñ. Dt(ρ) = Dx(σ) ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó íåçàâèñèìûõ îäíîðîäíûõ:

Dt

(
m∑
2

ρk

)
= Dx

(
m∑
2

σk

)
, ρk ∼ k, σk ∼ k + 2 ⇔

Dt(ρk) = Dx(σk), k = 2, . . . ,m.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó îäíîðîäíûõ ïëîòíîñòåé è òîêîâ, êîòîðûå
îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ç.ñ.. Ìîíîìîâ ôèêñèðîâàííîãî âåñà
� êîíå÷íîå ÷èñëî. Åñëè âåñ íåáîëüøîé, èõ íåòðóäíî âûïèñàòü âðó÷íóþ.

âåñ 2: u

âåñ 3: u1

âåñ 4: u2, u
2

âåñ 5: u3, uu1

âåñ 6: u4, uu2, u
2
1, u

3

âåñ 7: u5, uu3, u1u2, u
2u1

âåñ 8: u6, uu4, u1u3, u
2
2, u

2u2, uu
2
1, u

4
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Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ρ ñóììó ìîíîìîâ âåñà k, ñ íåîïðåäåëåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, â êà÷åñòâå σ � òî æå ñàìîå âåñà k + 2. Ðàñïèøåì
ðàâåíñòâî Dt(ρ) = Dx(σ), ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷èì íà íèõ
ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Åñëè åñòü ðåøåíèå �
çíà÷èò, íàøëè ç.ñ..

Âàæíîå çàìå÷àíèå: â ρ ñëåäóåò ñðàçó îòáðàñûâàòü ìîíîìû, ëèíåéíûå ïî
ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé un, n > 0, òàê êàê èõ âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü íà
ýêâèâàëåíòíóþ ïî ìîäóëþ ImDx ñóììó ìîíîìîâ áåç ýòîé ïðîèçâîäíîé.
Íàïðèìåð, â ïîñëåäíåé ñòðî÷êå

u6, uu4, u1u3, u
2
2, u

2u2, uu
2
1, u

4

òàê êàê

u6 = Dx(u5),

uu4 = Dx(uu3)− u1u3,
u1u3 = Dx(u1u2)− u22,
u2u2 = Dx(u

2u1)− 2uu21.

Â ðåçóëüòàòå óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ è
óáèðàåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü â ñèñòåìå.
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Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ρ ñóììó ìîíîìîâ âåñà k, ñ íåîïðåäåëåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, â êà÷åñòâå σ � òî æå ñàìîå âåñà k + 2. Ðàñïèøåì
ðàâåíñòâî Dt(ρ) = Dx(σ), ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷èì íà íèõ
ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Åñëè åñòü ðåøåíèå �
çíà÷èò, íàøëè ç.ñ..

Âàæíîå çàìå÷àíèå: â ρ ñëåäóåò ñðàçó îòáðàñûâàòü ìîíîìû, ëèíåéíûå ïî
ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé un, n > 0, òàê êàê èõ âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü íà
ýêâèâàëåíòíóþ ïî ìîäóëþ ImDx ñóììó ìîíîìîâ áåç ýòîé ïðîèçâîäíîé.
Íàïðèìåð, â ïîñëåäíåé ñòðî÷êå

Xu6, Xuu4,Xu1u3, u
2
2,Xu

2u2, uu
2
1, u

4

òàê êàê

u6 = Dx(u5),

uu4 = Dx(uu3)− u1u3,
u1u3 = Dx(u1u2)− u22,
u2u2 = Dx(u

2u1)− 2uu21.

Â ðåçóëüòàòå óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ è
óáèðàåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü â ñèñòåìå.
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Èòàê, äëÿ âåñà 8 èìååì ïëîòíîñòü ñ íåèçâåñòíûìè a, b, c

ρ = au22 + buu21 + cu4.

Ïîòîê âåñà 10 èìååò âèä

σ = C1u8 + 2uu6 + C3u1u5 + . . . .

Ïîäñòàâëÿåì â ïðîãðàììó è ðåøàåì, ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå ïðèâåäåííûé
âûøå ç.ñ. ñ ïëîòíîñòüþ u22 − 10uu21 + 5u4.

Ïðè âû÷èñëåíèè íà ðóêàõ óäîáíåå äàæå íå âûïèñûâàòü σ, à ïðîñòî
ïðèìåíèòü Dt ê ρ è â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ïîñòåïåííî çàíîñèòü
ìîíîìû ïîä Dx. Â êàêîé-òî ìîìåíò âîçíèêàþò ïðåïÿòñòâèÿ � îíè è
äàþò ñîîòíîøåíèÿ íà a, b, c, áåç ÿâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ σ.
Â êîíöå âû÷èñëåíèé σ ïîëó÷èòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïîä çíàêîì Dx.
Ôàêòè÷åñêè, ýòî è åñòü àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óäîáíî ãðóïïèðîâàòü ìîíîìû ïî ñòåïåíÿì; ÿñíî, ÷òî
èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì èä¼ò äëÿ êàæäîé òàêîé ãðóïïû íåçàâèñèìî.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû ïîìåíÿåì çíàê â óðàâíåíèè ÊäÔ:

ut = uxxx − 6uux. (2)

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ïðîñòî çàìåíå u→ −u (òî åñòü, ñîëèòîí òåïåðü íå
ãîðáèê, à ÿìà).

Ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà, ñâÿçûâàþùàÿ ýòî
óðàâíåíèå ñ ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì ÊäÔ

vt = vxxx − 6(v2 + λ)vx. (3)

Óòâåðæäåíèå 1. (Ìèóðà, 1968) Ïóñòü v óäîâëåòâîðÿåò ìÊäÔ (3), òîãäà

u = vx + v2 + λ

óäîâëåòâîðÿåò ÊäÔ (2).

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 2 · 12 ôåâðàëÿ 2024 18 / 25



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà:

u = v1 + v2 + λ,

u1 = v2 + 2vv1,

u2 = v3 + 2vv2 + 2v21 ,

u3 = v4 + 2vv3 + 6v1v2,

ut = v1,t + 2vvt

= v4 − 6(v2 + λ)v2 − 12vv21 + 2v(v3 − 6(v2 + λ)v1)

= u3 − 6v1v2 − 6(v2 + λ)v2 − 12vv21 − 12v(v2 + λ)v1

= u3 − 6(v1 + v2 + λ)(v2 + 2vv1)

= u3 − 6uu1. �

Îòñþäà áóäóò ïîëó÷åíû âàæíûå ñëåäñòâèÿ: 1) ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà; 2)
ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà. Íî, â äàííûé ìîìåíò íàñ èíòåðåñóåò, êàê ýòî
ïðèìåíèòü â çàäà÷å î çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ.

ßñíî, ÷òî åñëè ρ[u], σ[u] � ïëîòíîñòè äëÿ ÊäÔ, òî çàìåíÿÿ u íà
v1 + v2 + λ. Ìû õîòèì íàîáîðîò.
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Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû

Îáîçíà÷èì z2 = −4λ è ïîñòðîèì ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

vx + v2 = u+ z2/4 (4)

â âèäå ðÿäà

v(z) = −z/2 + F0 +
F1

z
+
F2

z2
+ · · · . (5)

Ïðè ïîäñòàíîâêå â (4) ÷ëåíû ñ z2 ñîêðàùàþòñÿ, êîýôôèöèåíò ïðè z1

äà¼ò F0 = 0, à îñòàëüíûå ñòåïåíè äàþò ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

F1 = −u, Fn+1 = Dx(Fn) +

n−1∑
s=1

FsFn−s, n = 1, 2, . . . . (6)

Îòñþäà âñå Fn îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ îò u. Âîò íåñêîëüêî ïåðâûõ (ñêîáêè ïðîñòî ãðóïïèðóþò
îäèíàêîâûå ñòåïåíè):
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F1 = −u,
F2 = −u1,
F3 = −u2 + u2,

F4 = −u3 + 4uu1,

F5 = −u4 + (6uu2 + 5u21)− 2u3,

F6 = −u5 + (8uu3 + 18u1u2)− 16u2u1,

F7 = −u6 + (10uu4 + 28u1u3 + 19u22)− (30u2u2 + 50uu21) + 5u4.

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (6) ïîðîæäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïëîòíîñòåé äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ (ÿñíî, ÷òî èõ ìîæíî íåìíîãî óïðîñòèòü
ïî ìîäóëþ ImDx, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âûêèíóòü ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå).
Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. 1) Âñå êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè (5) ÿâëÿþòñÿ
ïëîòíîñòÿìè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ ÊäÔ; 2) âñå ïëîòíîñòè ñ ÷¼òíûìè
íîìåðàìè òðèâèàëüíû; 3) âñå ïëîòíîñòè ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè
íåòðèâèàëüíû è äðóã äðóãó íå ýêâèâàëåíòíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Çàìåòèì, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïðîñòåéøåãî
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ìÊäÔ:

Dt(v) = Dx

(
vxx − 2v3 − 3

2
z2v
)
.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ðÿäà (5) â ìÊäÔ, ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî
ïî z, ñëåäîâàòåëüíî âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, íî óæå äëÿ ÊäÔ, ïîñêîëüêó îíè âûðàæåíû ÷åðåç u.

2) Çàìåòèì, ÷òî ðÿä ṽ = v(−z) óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ
Ðèêêàòè:

vx + v2 = u+ z2/4, ṽx + ṽ2 = u+ z2/4.

Îòñþäà ñëåäóåò

vx − ṽx = ṽ2 − v2 ⇒ ṽ + v =
2F2

z2
+

2F4

z4
+ · · · = −Dx(log(v − ṽ)).

Ðàñêëàäûâàÿ log(v − ṽ) ïî z, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå F2k � ïîëíûå
ïðîèçâîäíûå.
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3) Êàæäóþ ïëîòíîñòü ìîæíî ðàçáèòü íà ãðóïïû ìîíîìîâ ïî ñòåïåíÿì.
Ïðîñëåäèì òîëüêî çà ÷ëåíàìè âèäà uk, ïîëàãàÿ un = 0 ïðè n > 0. Ýòî
ïðåâðàùàåò (6) â àëãåáðàè÷åñêîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

F1 = −u, Fn+1 =

n−1∑
s=1

FsFn−s, n = 1, 2, . . . ,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä F2k = 0, F2k−1 = ck(−u)k, ãäå ck � ÷èñëà
1, 1, 2, 5, 14, 24, . . . . Ïîìåíÿâ çíàê u, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýòî çíàìåíèòûå ÷èñëà
Êàòàëàíà cn = 1

n+1

(
2n
n

)
).

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå F2k−1 ñîäåðæàò ÷ëåí u
k ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F2k−1 6∈ ImDx, òàê êàê ÷ëåí uk íå ìîæåò âîçíèêíóòü
ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè.

Òàê êàê ñòåïåíè ðàçíûå, ýòî äîêàçûâàåò è íåýêâèâàëåíòíîñòü ðàçíûõ
ïëîòíîñòåé. �
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Äîìàøíåå çàäàíèå

2.1. Ïîêàæèòå (âðó÷íóþ èëè èçìåíÿÿ ïðîãðàììó ïîêàçàííóþ íà
ëåêöèè), ÷òî ïåðâûå òðè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äëÿ ÊäÔ îáîáùàþòñÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ âèäà

ut = uxxx + f(u)ux

ñ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèåé f(u). Òî÷íåå, íàéäèòå ôóíêöèè g(u) è
σ1, σ2, σ3 ∈ F òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Dt(u) = Dx(σ1),

Dt(u
2) = Dx(σ2),

Dt(u
2
1 + g(u)) = Dx(σ3).

[Ïîäñêàçêà: ïðè âû÷èñëåíèè σj íóæíî áóäåò èñïîëüçîâàòü ïåðâîîáðàçíûå
îò f(u), ïîýòîìó óäîáíî îáîçíà÷èòü f(u) = F ′′(u).]

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü (ýòî íå òðåáóåòñÿ), ÷òî óæå íà ñëåäóþùåé
ïëîòíîñòè (ñîäåðæàùåé u22) âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ íà f . Îíà è
ïîñëåäóþùèå ïëîòíîñòè ñóùåñòâóþò, òîëüêî åñëè f � ìíîãî÷ëåí íå âûøå
âòîðîé ñòåïåíè, òî åñòü, ñëó÷àé ÊäÔ èëè ìÊäÔ.
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2.2. Îáäóìàéòå, êàê ñëåäóåò îáîáùèòü îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû äëÿ
îïåðàòîðîâ Dx, Dt = ∇f è a∗ â ñëó÷àå ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì ñ m ïîëÿìè

u1t = a1[u1, . . . , um], . . . , umt = fm[u1, . . . , um],

ãäå f i çàâèñÿò îò êîíå÷íîãî ÷èñëà äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ uin = ∂nx (u
i).

Ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì m = 2, òî åñòü, ñèñòåìàìè âèäà

ut = f [u, v], vt = g[u, v].

2.3. Íàéäèòå (âðó÷íóþ èëè àäàïòèðóÿ ïðîãðàììó íà ñëó÷àé äâóõ
ïåðåìåííûõ), íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ
[êîìïëåêñíîãî] íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (=ÍØ, ñèñòåìà
ZS-AKNS)

ut = uxx + 2u2v, −vt = vxx + 2uv2.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ âîñïîëüçóéòåñü
îäíîðîäíîñòüþ îòíîñèòåëüíî âåñîâ ∂t : ∂x : u : v = 2 : 1 : 1 : 1. Íå
çàáûâàéòå îòáðàñûâàòü ýêâèâàëåíòíûå ìîíîìû.
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