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Ïðèìåðíîå ñîäåðæàíèå êóðñà

Îãëàâëåíèå çà ïðîøëûé ãîä:

1 Ââåäåíèå. Ñîëèòîí ÊäÔ. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà Çàáóñêè-Êðàñêàëà.
Ìíîãîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ ÷èñëåííî. Ñèñòåìà øàðîâ-ÿùèêîâ

2 Âñïîìîãàòåëüíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. ÊäÔ êàê óñëîâèå èõ
ñîâìåñòíîñòè. Ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû. Íåêîòîðûå äðóãèå
ïðèìåðû. Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû. Âûâîä
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ ÊäÔ

3 Ôóíêöèÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà. Ïîòåíöèàëû Áàðãìàííà. Ñèñòåìà ÎÄÓ
íà êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà. Ïåðåõîä ê êîðíÿì, ïåðâûå èíòåãðàëû.
Ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû. Âðîíñêèàííûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà è
âîëíîâîé ôóíêöèè. Ôàçîâûé ñäâèã

4 Èåðàðõèÿ ÊäÔ. Îïåðàòîð ðåêóðñèè. Ëîêàëüíîñòü âûñøèõ óðàâíåíèé
ÊäÔ. Ñèììåòðèè ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé. Êîììóòàòèâíîñòü
èåðàðõèè ÊäÔ
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5 Ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ âûñøèõ ñèììåòðèé (óðàâíåíèÿ
Íîâèêîâà). Îáùåå ðåøåíèå â âèäå áåãóùåé âîëíû (êíîèäàëüíàÿ
âîëíà). Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. ×èñëåííîå ïîñòðîåíèå äâóõôàçíîãî
ðåøåíèÿ. Ïðîèçâîëüíîå n: ïîíèæåíèå ïîðÿäêà, óðàâíåíèÿ
Äóáðîâèíà. Èíòåãðèðîâàíèå â êâàäðàòóðàõ

6 Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ÊäÔ. Ïðÿìàÿ çàäà÷à.
Ñâåäåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ê èíòåãðàëüíîìó. Ôóíêöèè Éîñòà.
Ìàòðèöà ïåðåõîäà, å¼ ñâîéñòâà. Äèñêðåòíûé ñïåêòð. Äàííûå
ðàññåÿíèÿ

7 Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ÊäÔ. Îáðàòíàÿ çàäà÷à.
Çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò t. Îïðåäåëåíèå a(k) è b(k) ïî
êîýôôèöèåíòó îòðàæåíèÿ r(k). Âîññòàíîâëåíèå ïîòåíöèàëà ïî
äàííûì ðàññåÿíèÿ (ñâåäåíèå ê ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì)

8 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà. Äèñêðåòíûå ïåðåìåííûå. Íåïðåðûâíûé
ïðåäåë. Îäåâàþùàÿ öåïî÷êà äëÿ ÊäÔ. Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü
ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà. Åù¼ îäèí ñïîñîá âûâîäà n-ñîëèòîííûõ
ðåøåíèé.
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9 Ïðèëîæåíèÿ îäåâàþùåé öåïî÷êè. Måòîä ôàêòîðèçàöèè. Óñëîâèå
ôîðì-èíâàðèàíòíîñòè. Êâàçèïåðèîäè÷åñêîå çàìûêàíèå. Ïðèìåðû:
ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð, çàìûêàíèå ñ ïåðèîäîì 3 è óðàâíåíèå
P-IV

10 Íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ íà Mathematica. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ.
×èñëåííîå ðåøåíèå ÎÄÓ. Ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ

11 Óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå. Ïðèìåðû ãðóïïîâûõ ðåäóêöèé ê ÎÄÓ âòîðîãî
ïîðÿäêà. ÊäÔ è óðàâíåíèÿ P-1, P-2. Ñèíóñ-Ãîðäîí è P-3.
Êëàññèôèêàöèÿ Ïåíëåâå. Òåñò Ïåíëåâå�Êîâàëåâñêîé. WTC-òåñò

12 Óðàâíåíèå Áþðãåðñà. Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ. 2D öåïî÷êà Òîäû ñ
çàêðåïëåííûìè êîíöàìè. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
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Óðàâíåíèÿ Õîïôà, Áþðãåðñà è ÊäÔ

Òðè óðàâíåíèÿ, èíòåãðèðóåìûå â ðàçíûõ ñìûñëàõ:

Hopf ut = uux ìåòîä õàðàêòåðèñòèê

Burgers ut = uxx + 2uux ëèíåàðèçóþùàÿ ïîäñòàíîâêà

KdV ut = uxxx + 6uux ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

(Óðàâíåíèÿ ut = ∂nx (u) + uux ïðè n > 3 íå èíòåãðèðóåìû.)

Âñå êîýôôèöèåíòû îáåçðàçìåðåíû, ìîæíî èçìåíèòü íà ëþáûå,
ðàñòÿãèâàÿ u, x èëè t (ïîçæå, 6 ïîìåíÿåì íà −6).

×ëåí uux îïèñûâàåò íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå âîëí. Â óðàâíåíèè
Õîïôà îí ïðèâîäèò ê îïðîêèäûâàíèþ ðåøåíèÿ.

Äîáàâêà ëèíåéíîãî ÷ëåíà ñ ëþáîé ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïîäàâëÿåò
îïðîêèäûâàíèå, íî ïî ðàçíîìó.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå. Ïðåíåáðåãàåì íåëèíåéíîñòüþ è
ïîäñòàâëÿåì ëèíåéíóþ âîëíó (k � âîëíîâîå ÷èñëî, ω � ÷àñòîòà)

u = eikx−iωt, k ∈ R, ω ∈ C.
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×ëåíó uxx îòâå÷àåò äèññèïàöèÿ âîëí (çàòóõàíèå), òàê êàê äèñïåðñèîííîå
ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

−iω = −k2 < 0.

×ëåíó uxxx îòâå÷àåò äèñïåðñèÿ âîëí (ðàñïîëçàíèå), òàê êàê ãðóïïîâàÿ
ñêîðîñòü çàâèñèò îò k:

ω = k3,
∂ω

∂k
6= const .

Âûâîä ÊäÔ èç óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè cì. â êíèãå [Íüþýëë]. Îíî
îïèñûâàåò îòêëîíåíèå u ïîâåðõíîñòè âîäû îò íóëåâîãî óðîâíÿ äëÿ âîëí
äëèíû L â îäíîìåðíîì êàíàëå ãëóáèíû h, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

u� h� L.

(1834) J.S. Russel: solitary wave of translation

(1872) J. de Boussinesq: âûâîä óðàâíåíèÿ utt ± (uxx + 3u2)xx = 0

(1895) D.J. Korteweg, G. de Vries

(1948) J.M. Burgers, E. Hopf, J.D. Cole

(1965) N.J. Zabysky, M.D. Kruskal: ñîëèòîíû
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê

Êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

aut + bux = c, a, b, c � ôóíêöèè îò t, x, u. (1)

Âûïèñûâàåì óðàâíåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêè

dt

a
=
dx

b
=
du

c

(èëè, ðàâíîñèëüíî, t′ = a, x′ = b, u′ = c, ãäå øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî
âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé s). Ïóñòü F (t, x, u) � ïåðâûé èíòåãðàë:

dF (t, x, u) = Ftdt+ Fxdx+ Fudu = 0 ⇔ aFt + bFx + cFu = 0. (2)

Òîãäà óðàâíåíèå F = 0 îïðåäåëÿåò ÷àñòíîå ðåøåíèå (1):

F (t, x, u) = 0 ⇒ ut = −
Ft

Fu
, ux = −Fx

Fu

è ïîäñòàíîâêà â (2) äà¼ò (1). Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

A(F1, F2) = 0 ⇔ F1 = a(F2),
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ãäå F1, F2 � ïàðà ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (îíè
âñåãäà åñòü, õîòÿ íå âñåãäà ìîæíî íàéòè ÿâíî), A èëè a � ïðîèçâîëüíûå
ôóíêöèè.

Äëÿ óðàâíåíèÿ Õîïôà
ut − uux = 0

èìååì:
dt

1
= −dx

u
=
du

0
.

Ïåðâûå èíòåãðàëû:
F1 = u, F2 = x+ tu.

Ðåøåíèå u(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâíî èç óðàâíåíèÿ

u = a(x+ tu) (3)

ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé a. Ïðîâåðêà:

ux = (1 + tux)a
′, ut = (u+ tut)a

′ ⇒ ux =
a′

1− ta′
, ut =

ua′

1− ta′
= uux.
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Îòâåò (3) êàæåòñÿ áåññìûñëåííûì (êàê ðàçðåøèòü òàêîå óðàâíåíèå ïðè
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè a?), íî åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âïîëíå
íàãëÿäåí. Ïðè t = 0 èìååì u(x, 0) = a(x), òî åñòü, ôóíêöèÿ a çàäà¼ò
ïðîôèëü u â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0.

Ïðè ëþáîì t, òî÷êè ãðàôèêà u, ëåæàùèå íà ôèêñèðîâàííîé âûñîòå
u = u0, îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì a(x+ u0t) = u0. Òî åñòü, îíè
ïîëó÷àþòñÿ èç íà÷àëüíûõ òî÷åê ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü îñè x íà
ðàññòîÿíèå −u0t. Áîëåå âûñîêèå òî÷êè åäóò áûñòðåå. Â ðåçóëüòàòå,
ãðàôèê ïðîñòî èñïûòûâàåò ïðåîáðàçîâàíèå ñäâèãà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò
íåèçáåæíî íàñòóïàåò îïðîêèäûâàíèå.
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Ïîäñòàíîâêà Êîóëà�Õîïôà

Óðàâíåíèå Áþðãåðñà
ut = uxx + 2uux

äîïóñêàåò ëèíåàðèçóþùóþ ïîäñòàíîâêó. Ïóñòü ψ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè (èëè äèôôóçèè)

ψt = ψxx.

Òîãäà

u =
ψx

ψ

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áþðãåðñà. Äåéñòâèòåëüíî:

ux =
ψxx

ψ
− ψ2

x

ψ2
=
ψxx

ψ
− u2, ψxx

ψ
=
ψt

ψ
= (logψ)t = ux + u2,

ut =

(
ψx

ψ

)
t

= (logψ)xt = (ux + u2)x.
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Èòàê, äëÿ óðàâíåíèÿ Õîïôà ðåøåíèå çàäà¼òñÿ çàìêíóòîé ôîðìóëîé, õîòÿ
è íåÿâíîé (è ðåøåíèå íå âåçäå îïðåäåëåíî, íî òàêîå óæ óðàâíåíèå).

Óðàâíåíèå Áþðãåðñà ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ
òåïëîïðîâîäíîñòè, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî âûïèñàòü ðåøåíèå, íàïðèìåð, ïî
èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Ïóàññîíà

ψ(x, t) =
1√
4πt

∫
R
e−

(x−y)2

4t ψ(y, 0) dy

(ïðàâäà, ñíà÷àëà åùå íóæíî ïåðåéòè îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ u(x, 0) ê
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ψ(x, 0), è íóæíî, ÷òîáû îíî îêàçàëîñü
îãðàíè÷åííûì).

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Õîïôà è Áþðãåðñà ðåøàþòñÿ òî÷íî, ïóñòü è ñ
íåêîòîðûìè íàòÿæêàìè.

Â îòëè÷èå îò ýòèõ óðàâíåíèé, äëÿ ÊäÔ íèêàêîé ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ
îáùåãî ðåøåíèÿ íåò. Òåì íå ìåíåå, åãî òîæå ñ÷èòàþò èíòåãðèðóåìûì.
Ïî÷åìó è â êàêîì ñìûñëå � ñ ýòèì ìû, â îñíîâíîì, è áóäåì ðàçáèðàòüñÿ
â êóðñå.
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Ñîëèòîí ÊäÔ

Äëÿ íà÷àëà, íàéäåì íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ÊäÔ � ñîëèòîí. Ýòî
áûñòðîóáûâàþùåå ðåøåíèå â âèäå áåãóùåé âîëíû:

u(x, t) = y(x− ct), y, y′, y′′, · · · → 0, x→ ±∞.

Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå

ut = uxxx + 6uux (4)

äà¼ò ÎÄÓ íà y = y(z):
−cy′ = y′′′ + 6yy′.

Èíòåãðèðóåì, ïîëó÷àåì

y′′ + 3y2 + cy + c1 = 0.

Óìíîæàåì íà 2y′ è èíòåãðèðóåì åùå ðàç:

(y′)2 + 2y3 + cy2 + 2c1y + c2 = 0.
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Â ïðèíöèïå, ýòî óðàâíåíèå âèäà y′ = F (y), òî åñòü, ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
ïåðåìåííûìè. Îíî èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:

z =

y∫
y0

dy√
−2y3 − cy2 − 2c1y − c2

.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ýòî òàê íàçûâàåìûé ýëëèïòè÷åñêèé
èíòåãðàë, â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ íå áåðåòñÿ. Êðîìå òîãî, ýòà ôîðìóëà
äà¼ò íå y(z), à z(y). Çàäà÷à îáðàùåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà
ïðèâîäèò ê ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèÿì (ßêîáè èëè Âåéåðøòðàññà). Ìû ê
íèì âåðíåìñÿ, êîãäà áóäåì èçó÷àòü ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÊäÔ.

Íî, ñåé÷àñ íàì íóæåí íå îáùèé ñëó÷àé, à ñïåöèàëüíûé. Ìû çàáûëè ïðî
óñëîâèå áûñòðîóáûâàíèÿ. Îíî òóò æå ôèêñèðóåò êîíñòàíòû c1 = c2 = 0.
Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå

(y′)2 + 2y3 + cy2 = 0.

Îíî ðåøàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ � ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðóåìîìó ñëó÷àþ äèôôåðåíöèàëüíîãî áèíîìà
(âñïîìíèì ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà).
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Ïðîùå âñåãî ñäåëàòü òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

y = 2v−2 ⇒ y′ = −4v−3v′ ⇒
16v−6(v′)2 + 16v−6 + 4cv−4 = 0 ⇒

4(v′)2 + cv2 = −4.

Îòñþäà âèäèì, ÷òî äîëæíî áûòü c < 0. Ïîëîæèì c = −4k2, òîãäà

k2v2 − (v′)2 = 1 ⇒ v′′ = k2v, v = k−1 cosh(kz + δ).

Âîçâðàùàÿñü ê u, ïîëó÷àåì ñîëèòîí

u =
2k2

cosh2(kx+ 4k3t+ δ)
. (5)

-10 -5 5 10
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Ýòî ðåøåíèå áûëî èçâåñòíî åùå Ðàññåëëó, õîòÿ ñàìî óðàâíåíèå ÊäÔ îí
íå âûâîäèë.

Èç ôîðìóëû (5) âèäèì, ÷òî ñêîðîñòü ñîëèòîíà ñ ïàðàìåòðîì k ðàâíà 4k2

è ñîâïàäàåò ñ óäâîåííîé àìïëèòóäîé. Òî åñòü, ÷åì âûøå ñîëèòîí, òåì
áûñòðåå îí áåæèò.

Èíòåðåñíûå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùåé âîëíû åñòü ó ìíîãèõ óðàâíåíèé
(õîòÿ îíè íå âñåãäà áûâàþò áûñòðîóáûâàþùèìè, íàïðèìåð, êèíêè
âûõîäÿò íà ðàçíûå ïîñòîÿííûå ïðè x→ ±∞).

Áîëåå ïðîäâèíóòîå ñâîéñòâî, óêàçûâàþùåå íà èíòåãðèðóåìîñòü,
çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ó ÊäÔ ìíîãîñîëèòîííûõ ðåøåíèé. Èõ
âûâîä áóäåò îäíîé èç íàøèõ öåëåé íà ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

Ïîêà ÷òî îáðàòèìñÿ ê ÷èñëåííîìó ñ÷åòó, êîòîðûé ïîçâîëèò ïîñìîòðåòü,
êàê ýòè ðåøåíèÿ óñòðîåíû.
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Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà Çàáóñêè�Êðàñêàëà

Ðàññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ óðàâíåíèÿ ÊäÔ (4) ïðåäëîæåííóþ â ñòàòüå

[ZK] N.J. Zabusky, M.D. Kruskal. Interaction of �solitons� in a collisionless plasma
and the recurrence of initial states. Phys. Rev. Let. 15:6 (1965) 240�243.

(Â íåé è áûë ââåä¼í òåðìèí ñîëèòîí, êàê ñîêðàùåíèå îò solitary wave

pulse � èìïóëüñ â âèäå óåäèí¼ííîé âîëíû, èëè îò solitary wave of

translation � óåäèí¼ííàÿ âîëíà ïåðåíîñà.)

Ýòà äèñêðåòèçàöèÿ èìååò âèä ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ un,m ñ
òàêèì øàáëîíîì (äëÿ êðàòêîñòè, n è m â èíäåêñàõ ïðîïóùåíû):

u-2,0 u-1,0 u0,0 u1,0 u2,0

u0,-1

u0,1
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À èìåííî,

u0,1 − u0,−1 = a(u2,0 − 2u1,0 + 2u−1,0 − u−2,0)
+ 2ah2(u1,0 + u0,0 + u−1,0)(u1,0 − u−1,0). (6)

Óòâåðæäåíèå 1

Óðàâíåíèå (6) àïïðîêñèìèðóåò ÊäÔ ñ øàãîì h ïî x è ah3 ïî t:

un,m ∼ u(x, t), x = nh, t = amh3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿåì â (6) ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà

un+j,m ∼u(x+ jh, t) = u+ jhux +
1

2
j2h2uxx +

1

6
j3h3uxxx +O(h4),

un,m+j ∼u(x, t+ ajh3) = u+ ajh3ut +O(h6).

×ëåíû ñ h0, h1, h2 ñîêðàùàþòñÿ, à ïðè h3 ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

2ah3(ut − uxxx − 6uux) +O(h5) = 0. �
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Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ u(x, 0) ñóììó òðåõ ñîëèòîíîâ
âèäà (5) ñ ðàçíûìè k è δ (íóæíû äâà ñëîÿ ðåø¼òêè ïðè t = 0 è t = ah3).

Âûáåðåì δ òàê, ÷òîáû ñîëèòîíû áûëè äàëåêî äðóã îò äðóãà, òîãäà ýòî
íà÷àëüíîå óñëîâèå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîãî 3-ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ è
äàëüøå îíî ýâîëþöèîíèðóåò ïî÷òè êàê 3-ñîëèòîííîå ðåøåíèå. Íî, â
ìîìåíòû ñòîëêíîâåíèÿ ýòî óæå âîâñå íå ñóììà òðåõ ñîëèòîíîâ!

Åù¼ îäíî óïðîùåíèå � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñåòêà: un+N,m = un,m, ãäå
N = (xmax − xmin)/h. Ýòîò ðàñïðîñòðàí¼ííûé òðþê ïîçâîëÿåò èçáåæàòü
ãðàíè÷íûõ ýôôåêòîâ. Ïðàâäà, íàñòîÿùèå ñîëèòîíû íå ïåðèîäè÷åñêèå, íî
íà áîëüøîì èíòåðâàëå îòëè÷èÿ ïî÷òè íåò.

k = 0.7, 0.85 è 1; ïàðàìåòðû ñåòêè: h = 0.1, a = 0.1

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 1 · 5 ôåâðàëÿ 2024 21 / 31



Ïàðàìåòð h äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàë, ÷òîáû îáåñïå÷èòü õîðîøåå
ïðèáëèæåíèå íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ïî x. Ïàðàìåòð a îòâå÷àåò çà
óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû è òàêæå íå ìîæåò áûòü áîëüøèì, èíà÷å
ðåøåíèå ïîéä¼ò âðàçíîñ. Ýòî çàâèñèò îò êðóòèçíû íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
òàê ÷òî ïàðàìåòð ïðèõîäèòñÿ ïîäáèðàòü îïûòíûì ïóò¼ì.
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Âîñïðîèçâåäåì ðåøåíèå èç [ZK]. Òàì ðàññìàòðèâàëñÿ ðàñïàä
ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû íà 8 îòäåëüíûõ ïè÷êîâ. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå
ïåðèîäè÷åñêîå, îíè íå ìîãóò ðàçîéòèñü è âûíóæäåíû âå÷íî ïðîõîäèòü
äðóã ÷åðåç äðóãà. Òåì íå ìåíåå, èíäèâèäóàëüíîñòü ïè÷êîâ íåïëîõî
ïðîñëåæèâàåòñÿ è Çàáóñêè è Êðàñêàëó ýòîãî áûëî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ãîâîðèòü î ñîëèòîíàõ.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå u = cos 0.15x; N = 400, a = 0.005. Cïðàâà � ãðàôèê èç
[ZK], íà íåì îñü x ïåðåâ¼ðíóòà è ìàñøòàáèðîâàíà. Îí ïðèìåðíî îòâå÷àåò
ìîìåíòó t = 3.6 íà àíèìàöèè ñëåâà.
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Êàê óñòðîåíî ìíîãîñîëèòîííîå ðåøåíèå ÊäÔ

Òî÷íûå ôîðìóëû áóäóò ïîëó÷åíû íà ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ
(íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè). Ïîêà ãîëîñëîâíûå óòâåðæäåíèÿ.

Âñå ñîëèòîíû áåãóò íàëåâî; ÷åì áîëüøå àìïëèòóäà, òåì áîëüøå
ñêîðîñòü (àìïëèòóäû ó âñåõ ðàçíûå).

Ïðè t→ −∞ ðåøåíèå ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó îòäåëüíûõ ñîëèòîíîâ,
ðàñïîëîæåííûõ ñëåâà íàïðàâî ïî âîçðàñòàíèþ.

Ïðè t→ +∞ èìååì ñóììó îòäåëüíûõ ñîëèòîíîâ, ðàñïîëîæåííûõ
ñëåâà íàïðàâî ïî óáûâàíèþ.

Ïðè êîíå÷íûõ t ïðîèñõîäÿò ñòîëêíîâåíèÿ. Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ
ñîëèòîíû ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàþò ôîðìó, ðàçìåð è ñêîðîñòü
(óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå).

Â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèé ïðÿìîëèíåéíàÿ òðàåêòîðèÿ íåìíîãî
ñìåùàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàåêòîðèåé îäèíî÷íîãî ñîëèòîíà
(ôàçîâûé ñäâèã). Áîëåå áûñòðûé ñîëèòîí ïðîñêàêèâàåò âïåðåä,
ìåäëåííûé � ïðèòîðìàæèâàåò. Âåëè÷èíà ñäâèãà åñòü ôóíêöèÿ îò
àìïëèòóä äâóõ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñîëèòîíîâ.
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Èòîãîâûé ôàçîâûé ñäâèã äëÿ êàæäîãî ñîëèòîíà ðàâåí ñóììå
ôàçîâûõ ñäâèãîâ ïðè ïîïàðíûõ ñòîëêíîâåíèÿõ. Îí íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà ñòîëêíîâåíèé. Äàæå åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò íåñêîëüêî
ñîëèòîíîâ ïîïàäàþò â îäíó òî÷êó, ñäâèãè áóäóò òàêèìè æå, êàê åñëè
áû îíè ñòàëêèâàëèñü ïî î÷åðåäè.
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Â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ àìïëèòóäû íå ñêëàäûâàþòñÿ, â îòëè÷èå îò
ëèíåéíûõ âîëí. Íàîáîðîò, ñîëèòîíû ñëåãêà ðàñïîëçàþòñÿ è êàê áû
ïðèñåäàþò. Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìàêñèìóì ðåøåíèÿ íå
ïðåâîñõîäèò àìïëèòóäû íàèáîëüøåãî ñîëèòîíà.

Ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì (ìàññà) ñîõðàíÿåòñÿ â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè. Åñòü è äðóãèå ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû.

N -ñîëèòîííîå ðåøåíèå çàâèñèò îò 2N ïàðàìåòðîâ (kj , δj), òî åñòü,
ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå ÊäÔ. Òåì íå ìåíåå, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ
îáùèì áûñòðîóáûâàþùèì íà÷àëüíûì äàííûì u(x, 0)
àïïðîêñèìèðóåòñÿ N -ñîëèòîííûì ðåøåíèåì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
N , ñ ìåëêîé ðÿáüþ íà åãî ôîíå.
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Äðóãèå ðåøåíèÿ

Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ (â ÊäÔ � ñ ïîëþñàìè).

Êîíå÷íîçîííûå ðåøåíèÿ � îãðàíè÷åííûå, êâàçèïåðèîäè÷åñêèå.

Âìåñòî áåãóùåé âîëíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ,
èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ãðóïï ðàñòÿæåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ãàëèëåÿ � ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Ïåíëåâå.
Çàäà÷à Êîøè ñ íåáûñòðîóáûâàþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà
áåñêîíå÷íîñòè, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à î ðàñïàäå ñòóïåíüêè.
[GP] À.Â. Ãóðåâè÷, Ë.Ï. Ïèòàåâñêèé. Ðàñïàä íà÷àëüíîãî ðàçðûâà â

óðàâíåíèè Êîðòåâåãà�äå Âðèçà. Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 17:5 (1973) 268�271.
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Ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ñ÷åòà ïî ñõåìå Çàáóñêè�Êðàñêàëà, äëÿ íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ u(x, 0) = 1

2 (tanhx− 1).
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Äðóãèå óðàâíåíèÿ

ÊäÔ � ýòî ìàêñèìàëüíî ïðîñòîå èíòåãðèðóåìîå óðàâíåíèå, íè÷åãî
ëèøíåãî. Â áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëÿõ, êðîìå ñîëèòîíîâ, âñòðå÷àþòñÿ è
äðóãèå òèïû òî÷íûõ ðåøåíèé � êèíêè (ðàçíûå ïðåäåëû ïðè
x→ ±∞), ñîëèòîíû îãèáàþùåé (òî åñòü, ñîëèòîíû â âèäå
îñöèëëèðóþùèõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ), áðèçåðû (ïóëüñèðóþùèå
ñîëèòîíû) è ò.ä.. Êðîìå ñòîëêíîâåíèé, ìîæåò áûòü ðàñïàä è ñëèÿíèå
ñîëèòîíîâ, ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì.

Âàæíîå ñâîéñòâî èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé � îíè äîïóñêàþò òî÷íûå
ðåøåíèÿ, ñîñòàâëåííûå èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ
ðåøåíèé.

Íåèíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò, îäíàêî
ñóùåñòâóþò óðàâíåíèÿ, ó êîòîðûõ åñòü 2-ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ, íî
íåò 3-ñîëèòîííûõ.
Ïîëóýìïèðè÷åñêèé ôàêò: åñëè óðàâíåíèå äîïóñêàåò 3-ñîëèòîííîå
ðåøåíèå, òî îíî èíòåãðèðóåìî è äîïóñêàåò n-ñîëèòîííîå ðåøåíèå ñ
ïðîèçâîëüíûì n.
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Äîìàøíåå çàäàíèå

1.1. Ñêîðîñòü è àìïëèòóäà ñîëèòîíà (5) îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðîì k.
×åìó ðàâíà øèðèíà ýòîãî ñîëèòîíà? Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì
(= ìàññà ñîëèòîíà) è íàéäèòå õàðàêòåðíóþ øèðèíó îñíîâàíèÿ ñîëèòîíà,
çàìåíèâ åãî íà ðàâíîâåëèêèé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê òîé æå
âûñîòû.

1.2. Êðîìå ÊäÔ, â ¾çîëîòîé ôîíä¿ âõîäÿò (ñïèñîê íåïîëíûé)
ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå ÊäÔ

ut = uxxx ± 6u2ux;

óðàâíåíèå Áóññèíåñêà (óðàâíåíèå íåëèíåéíîé ñòðóíû)

utt ± (uxx + 3u2)xx = 0;

íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

iwt = wxx ± 2|w|2w (w = u+ iv);

óðàâíåíèå sin/sinh-Ãîðäîíà

uxy = sinu, uxy = sinhu.
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Ïîïðîáóéòå íàéòè äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé êàê ìîæíî áîëüøå òî÷íûõ
ðåøåíèé, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè (ñîëèòîíû,
êèíêè, ñîëèòîíû îãèáàþùåé, ðàöèîíàëüíûå...).

Çàìå÷àíèå 1. Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, êàê è â ÊäÔ, êîýôôèöèåíòû ìîæíî
ðàñòÿãèâàòü, íî çíàê ïîìåíÿòü íåëüçÿ (ðàáîòàÿ òîëüêî ñ âåùåñòâåííûìè
ïåðåìåííûìè). Ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà îò çíàêà íå çàâèñÿò,
íî âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ óñòðîåíû ïî ðàçíîìó.

Çàìå÷àíèå 2. Óðàâíåíèå NLS � ýòî ôàêòè÷åñêè ñèñòåìà íà äâå
ïåðåìåííûå u, v. Äëÿ ïîèñêà ñîëèòîíà îãèáàþùåé èñïîëüçóéòå
ïîäñòàíîâêó âèäà

w = ei(ax+bt+c)y(kx+mt)

ñ âåùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè è íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé y.
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