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×òî ýòî ïðèìåðíî òàêîå

ïîñòîÿííûå ïåðåìåííûå
êîýôôèöèåíòû êîýôôèöèåíòû
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òðèãîíîìåòðèÿ

y′′ = −y
→ ãèïåðãåîìåòðèÿ

x2y′′ + xy′ + (x2 − α2)y = 0

↓ ↓
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ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè

(y′)2 = 4y3 − g2y − g3
→ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå

y′′ = 6y2 + x
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Îòêóäà îíè áåðóòñÿ

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñåìåéñòâà ÷àñòíûõ ðåøåíèé,
îïðåäåëÿåìûå ñòàöèîíàðíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ âûñøèõ ñèììåòðèé
çàäàííîãî èíòåãðèðóåìîãî óðàâíåíèÿ. Ìîãëî ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî
èíòåãðèðóåìîñòü ýòèõ êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé ïîëó÷àåòñÿ
àâòîìàòè÷åñêè.

Îäíàêî, âñå íå òàê ïðîñòî. Èíòåãðèðóåìîñòü ñîõðàíÿëàñü ïî òîé ïðè÷èíå,
÷òî ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî ñèììåòðèè, êîììóòèðóþùèå äðóã ñ äðóãîì.
Ïðè ïåðåõîäå ê êîíå÷íîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ýòî ñâîéñòâî
ñîõðàíÿåòñÿ, ÷òî è îáåñïå÷èâàåò åå èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ.

Âñå ïîðòèòñÿ, ñòîèò âêëþ÷èòü â èãðó õîòÿ áû îäíó ñèììåòðèþ, íå
êîììóòèðóþùóþ ñ îñòàëüíûìè. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû áîëåå ñëîæíîé ïðèðîäû. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà
ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà � ýòî è åñòü óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå.
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Ãðóïïîâûå ðåäóêöèè

Âñïîìíèì åùå ðàç ïðî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ

ut = uxxx − 6uux

â âèäå áåãóùåé âîëíû u(x, t) = y(z), X = x− ct.

Òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ïîíèæàåò ðàçìåðíîñòü: Ó×Ï ïðåâðàùàåòñÿ â ÎÄÓ

y′′′ = 6yy′ − cy′.

Ïîðÿäîê òàêæå óäà¼òñÿ ïîíèçèòü, â äàííîì ñëó÷àå äî ïåðâîãî:

(y′)2 = 2y3 − cy2 + c1y + c2.

Óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ (êíîèäàëüíàÿ âîëíà). Â
÷àñòíîì ñëó÷àå c1 = c2 ïîëó÷àåì ñîëèòîí � ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùåé âîëíû � íå åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíàÿ ðåäóêöèÿ.
Äëÿ ÊäÔ åñòü åù¼ äâå, íî ÎÄÓ ïîëó÷àþòñÿ áîëåå ñëîæíûå. Ðàçáåð¼ì
ýòè ïðèìåðû.
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Ðåäóêöèÿ ÊäÔ ê P1

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â òàêîì âèäå:

u(x, t) = y(X) + ct, X = x− 3ct2.

Èìååì
ut = −6cty′ + c, ux = y′, uxxx = y′′′.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ t � ¾ëèøíÿÿ¿ ïåðåìåííàÿ, íî ïðè ïîäñòàíîâêå â ÊäÔ
îíà óäà÷íî ñîêðàùàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåòñÿ ÎÄÓ ñ íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé X:

−6cty′ + c = y′′′ − 6(y + ct)y′ ⇒ y′′′ = 6yy′ + c.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäîê óäà¼òñÿ ïîíèçèòü ëèøü îäèí ðàç:

y′′ = 3y2 + cX + c1.

Ïàðàìåòðû íåñóùåñòâåííû è çàìåíû y = αw, X = βz + γ ïðèâîäÿò
óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ïåðâîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå)

w′′ = 6w2 + z. (P1)
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Èòàê, ÊäÔ èìååò ðåøåíèÿ âèäà

u(x, t) = 2w(x− 6t2) + 2t,

ãäå w(z) � ðåøåíèå P1, êîòîðîå
ìîæíî íàéòè ÷èñëåííî.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî w(z)
îáÿçàòåëüíî èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí ïîëþñ, òàê ÷òî u
áóäåò èìåòü ïîëþñ íà ïàðàáîëå
x− 6t2 = const. Òåì íå ìåíåå,
ðåøåíèå âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî
èíòåðåñíî.
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Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå (âåñüìà íåòðèâèàëüíûå) ñâîéñòâà P1, áåç
äîêàçàòåëüñòâ.

Òàê êàê ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ðàâåí 2, òî îáùåå ðåøåíèå çàâèñèò îò äâóõ
ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò (íàïðèìåð, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ w(z0), w′(z0) â
êàêîé-òî òî÷êå).

Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì 2-ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå íå ñóùåñòâóåò
÷àñòíûõ ðåøåíèé, êîòîðûå âûðàæàëèñü áû ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå,
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå èëè ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ïîýòîìó, P1 îïðåäåëÿåò íîâóþ, íåëèíåéíóþ, ñïåöôóíêöèþ � (ïåðâûé)
òðàíñöåíäåíò Ïåíëåâå.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî âåùåñòâåííûå
ïåðåìåííûå z è w, íî è êîìïëåêñíûå.

Äîêàçàíî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå w(z) � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ïðè âñåõ
z ∈ C, òî åñòü, âñå îñîáûå òî÷êè � ïîëþñû (âòîðîãî ïîðÿäêà). Òî÷êà
z =∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ. Òî÷íåå, w ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

w(z) = −(log s(z))′′, ssIV − 4s′s′′′ + 3(s′′)2 + zs2 = 0,

ãäå s(z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ â C.
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Âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ èìåþò ïîëþñû ïðè z ∈ R, íî ïðè z → −∞
ðåøåíèå íå èìååò îñîáåííîñòåé. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ (êàê íà
ïðåäûäóùåì ðèñóíêå), ðåøåíèå èìååò àñèìïòîòèêó

w(z) = −
√
−z/6 +O(1), z → −∞,

ãäå O(1) îáîçíà÷àåò îñöèëëèðóþùóþ ÷àñòü (äëÿ íåå åñòü ÿâíàÿ
ôîðìóëà).

Ïðè ñïåöèàëüíîì ïîäáîðå íà÷àëüíûõ äàííûõ, ìîæíî ïîëó÷èòü
ñåïàðàòðèñíûå ðåøåíèÿ ñ àñèìïòîòèêîé

w(z) =
√
−z/6 + o(z), z → −∞.
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Ãàëèëååâñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: à êàê äîãàäàòüñÿ, ÷òî ìîæíî èñêàòü
ðåøåíèå ÊäÔ â âèäå

u(x, t) = y(X) + ct, X = x− 3ct2,

îòêóäà âçÿëàñü ýòà ïîäñòàíîâêà?

Òóò âñ¼ î÷åíü ïðîñòî. Óðàâíåíèå ÊäÔ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé ñëåäóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

x̃ = x+ t1, t̃ = t, ũ = u ñäâèã ïî x

x̃ = x, t̃ = t+ t2, ũ = u ñäâèã ïî t

x̃ = x+ 6τ1t, t̃ = t, ũ = u+ τ1 ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ

x̃ = eτ2x, t̃ = e3τ2t, ũ = e−2τ2u ðàñòÿæåíèå

Âñå âîçìîæíûå ðåäóêöèè îòâå÷àþò ïåðåõîäó ê èíâàðèàíòàì êàêîé-ëèáî
1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû â ýòîé ãðóïïå.
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Íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèé â âèäå áåãóùåé âîëíû u = u(x− ct), ïåðåìåííûå
X = x− ct è y = u ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé
ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé ñäâèãàìè

x̃ = x+ τ, t̃ = t+ τ, ũ = u.

Òî÷íî òàê æå, ïåðåìåííûå X = x− 3ct2 è y = u− ct ÿâëÿþòñÿ
èíâàðèàíòàìè íåêîòîðîé 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé
ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàëèëåÿ è ñäâèãàìè. Íî, ïðîùå ðàçáèðàòüñÿ íå ñ
ïîäãðóïïàìè, à ñ ïîäàëãåáðàìè:

ut1 = ux ñäâèã ïî x

ut2 = ut ñäâèã ïî t

uτ1 = 6tux − 1 ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ

uτ2 = 3tut + xux + 2u ðàñòÿæåíèå

Ýòî êëàññè÷åñêèå ñèììåòðèè ÊäÔ è ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå äëÿ ëþáîé
èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äàñò ñâÿçü, ñîâìåñòíóþ ñ ÊäÔ.
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Âîçüìåì òàêóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (ñèììåòðèÿ Ãàëèëåÿ + ñäâèã ïî t):

c(6tux − 1) + ut = 0. (1)

Åé îòâå÷àåò êàêàÿ-òî 1-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, ïðè
æåëàíèè å¼ ìîæíî íàéòè. Íî, íà ñàìîì äåëå íàì íóæíû ëèøü
èíâàðèàíòû. Ðåøàåì óðàâíåíèå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:

dx

6ct
=
dt

1
=
du

c
⇔ dx = 6ct dt, du = c dt ⇔

C1 = x− 3ct2, C2 = u− ct.

Ïîñòîÿííûå C1 è C2 è åñòü èñêîìûå èíâàðèàíòû. Ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ
êàê

F (C1, C2) = 0.

Ðàçðåøàÿ îòíîñèòåëüíî u, ïîëó÷àåì íàøó ïîäñòàíîâêó:
u = y(x− 3ct2) + ct.

Èòàê, P1 îïðåäåëÿåò ãàëèëååâñêè-èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ ÊäÔ (òî÷íåå,
òàê êàê â (1) çàìåøàíû åùå è ñäâèãè ïî t � èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî
ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé).
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×òî åùå ìîæíî ïîëó÷èòü èç êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèé? Îáùåå
ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

c1ux + c2ut + c3(6tux − 1) + c4(3tut + xux + 2u) = 0.

Åñëè c4 = c3 = 0, òî èìååì óðàâíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùåé âîëíû.

Åñëè c4 = 0 è c3 6= 0, òî êîýôôèöèåíò c1 ìîæíî ïðåâðàòèòü â 0 ñäâèãîì
t→ t+ const, â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (1).

Åñëè c4 6= 0, òî, âî-ïåðâûõ, ìîæíî ïîëîæèòü c3 = 0, ïðèìåíÿÿ
ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ, ïðè êîòîðîì

x→ x+ 6ct, t→ t, u→ u+ c, ∂x → ∂x, ∂t → ∂t + 6c∂x

(ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè òàêîé ïîäñòàíîâêå ê ñèììåòðèè ðàñòÿæåíèÿ
äîáàâëÿåòñÿ ñèììåòðèÿ Ãàëèëåÿ). Ïîñëå ýòîãî, ìîæíî ïîëîæèòü
c1 = c2 = 0, ïðèìåíÿÿ ñäâèãè ïî x è t.

Èòàê, èìååòñÿ ëèøü òðè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ, äâà èç êîòîðûõ
ìû óæå ðàññìîòðåëè.
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Àâòîìîäåëüíàÿ ðåäóêöèÿ

Äëÿ ñèììåòðèè ðàñòÿæåíèÿ èìååì óðàâíåíèå

3tut + xux + 2u = 0.

Íàõîäèì èíâàðèàíòû ïî ìåòîäó õàðàêòåðèñòèê (èëè íåïîñðåäñòâåííî èç
ôîðìóë äëÿ ãðóïïîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ):

dt

3t
=
dx

x
= −du

2u
⇔ C1 = t−1/3x, C2 = t2/3u.

Ïðèõîäèì ê àâòîìîäåëüíîé (èëè ñàìîïîäîáíîé) ðåäóêöèè

u(x, t) = t−2/3y(X), X = t−1/3x.

Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå:

ut = −2

3
t−5/3y − 1

3
t−2xy′, ux = t−1y′, uxxx = t−5/3y′′′.

Êàê è â ïðîøëûé ðàç, ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå ¾ëèøíÿÿ¿
ïåðåìåííàÿ t ñîêðàùàåòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ ÎÄÓ

y′′′ = 6yy′ − 1

3
Xy′ − 2

3
y. (2)
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X
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-2

2

y×èñëåííûé ñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäè
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2) åñòü è ïîëþñíûå,
è ðåãóëÿðíûå ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ X.
Îäíàêî, â äàííîì ñëó÷àå îñîáåííîñòü
çàøèòà â ñàìîé ïîäñòàíîâêå
u(x, t) = t−2/3y(t−1/3x), òàê ÷òî ðåøåíèå
âñåãäà èìååò îñîáåííîñòü âäîëü ïðÿìîé
t = 0. Íà ñëåäóþùåì ãðàôèêå
èçîáðàæåíî òèïè÷íîå àâòîìîäåëüíîå
ðåøåíèå ÊäÔ ïðè t > 0.1.
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Óðàâíåíèå P2

Êàê è â ñëó÷àå ãàëèëååâñêîé ðåäóêöèè, ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (2)

y′′′ = 6yy′ − 1

3
Xy′ − 2

3
y.

ïîíèæàåòñÿ äî 2, íî ìåíåå î÷åâèäíûì ñïîñîáîì. Åñòü äàæå äâà ñïîñîáà.

1) Ñäåëàåì çàìåíó y(X) = v(X) +X/6, ýòî äàñò

v′′′ = 6vv′ +
2X

3
v′ +

v

3
.

Óìíîæàåì íà v è èíòåãðèðóåì, ïîëó÷àåì

vv′′ − 1

2
(v′)2 = 2v3 +

1

3
Xv + c.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáèðîâàíèÿ v è X ýòî óðàâíåíèå P34 (ïî ñïèñêó
Àéíñà)

w′′(z) =
(w′)2 − 1

2w
+ 4αw2 − zw. (P34)
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2) Ïðåæäå ÷åì äåëàòü ðåäóêöèþ, ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû
u = fx + f2, ãäå f óäîâëåòâîðÿåò ìÊäÔ

ft = fxxx − 6f2fx.

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ àâòîìîäåëüíàÿ ðåäóêöèÿ èìååò âèä

f(x, t) = t−1/3g(X), X = t−1/3x,

è íà g ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, êîòîðîå îäèí ðàç èíòåãðèðóåòñÿ:

g′′′ = 6g2g′ +
1

3
(Xg′ + g) ⇒ g′′ = 2g3 +

X

3
g + a.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáèðîâàíèÿ, ýòî óðàâíåíèå P2

w′′ = 2w3 + zw + α. (P2)

Ñîïîñòàâëÿÿ âûïèñàííûå ôîðìóëû, ìîæíî ïîëó÷èòü îáðàòèìûå
ïîäñòàíîâêè ìåæäó P2 è P34, íî íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ.
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Íåêîòîðûå ñâîéñòâà P2:

Â îòëè÷èå îò P1, óðàâíåíèå ñîäåðæèò íåóñòðàíèìûé ïàðàìåòð α. Ïàðà
ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà

ŵ = w ± 2α± 1

2w′ ± 2w2 ± z
, α̂ = ∓1− α,

ïåðåâîäèò ðåøåíèÿ P2 â ðåøåíèÿ òàêîãî æå óðàâíåíèÿ, íî ñ äðóãèìè
ïàðàìåòðàìè. Ýòî ñâÿçûâàåò ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé α+ 2n,
−α+ 2n+ 1, n ∈ Z.

Çàìå÷àíèå. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïîìèíàþò ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà. Íàïðèìåð, äëÿ
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ åñòü òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå:

x2y′′ + xy′ + (x2 − α2)y = 0, ŷ =
α

x
y − y′, α̂ = α+ 1.

Â îòëè÷èå îò P1, íå âñå ðåøåíèÿ P2 òðàíñöåíäåíòíû. Íàïðèìåð, ïðè
α = 0, î÷åâèäíî, èìååòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå w = 0. Ïðèìåíÿÿ ê íåìó
ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîëèðîâàííûõ
ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ïðè α = n.
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Ïðè α = 1/2 èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ÷àñòíûõ
ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ Ðèêêàòè:

w′ = w2 + z/2 ⇒ w′′ = 2ww′ + 1/2 = 2w3 + zw + 1/2.

Ëèíåàðèçàöèÿ w = −ψ′/ψ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

ψ′′ = −z
2
ψ,

ðåøåíèÿ êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ýéðè. Ýòî ðåøåíèå
ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ 1-ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè
α = n+ 1

2 .

Âñå îñòàëüíûå ðåøåíèÿ � òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè (íå âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ýëåìåíòàðíûå, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå èëè ýëëèïòè÷åñêèå).

Îáùåå ðåøåíèå w(z) � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ïðè âñåõ z ∈ C, ñ
ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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Óðàâíåíèå sin-Ãîðäîíà è P3

Î÷åíü ïðîñòîé ïðèìåð ñâÿçàí ñ àâòîìîäåëüíîé ðåäóêöèåé äëÿ óðàâíåíèÿ

uxt = 2 sinu.

Î÷åâèäíà ãðóïïà ðàñòÿæåíèé x→ εx, y → y/ε (èëè ãðóïïà Ëîðåíöà).
Ðåøåíèÿ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî íåå èìåþò âèä

u(x, t) = y(z), z = xt ⇒ ux = ty′, uxt = xty′′ + y′.

Ïîëó÷àåì ÎÄÓ (ñ íåïîäâèæíîé îñîáîé òî÷êîé z = 0):

y′′ = −y
′

z
+

2

z
sin y.

Çàìåíà eiy = w ïðèâîäèò ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ P3 (ñ ïàðàìåòðàìè α = 1,
β = −1, γ = δ = 0)

w′′ =
(w′)2

w
− w′

z
+
w2 − 1

z
. (P3)
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Ðåøåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ èìååò îñîáåííîñòü ïðè z = 0 (òî åñòü, âäîëü
êîîðäèíàòíûõ îñåé x = 0 è y = 0):

20 40 60 80 100
z

-2

-1

0

1

2

3

4

5
y
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Íî åñòü è 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé:

-50 50
z

-0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

y
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Óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå

w′′ = 6w2 + z (P1)

w′′ = 2w3 + zw + α (P2)

w′′ =
(w′)2

w
− w′

z
+

1

z
(αw2 + β) + γw3 +

δ

w
(P3)

w′′ =
(w′)2

2w
+

3

2
w3 + 4zw2 + 2(z2 − α)w +

β

w
(P4)

w′′ =

(
1

2w
+

1

w − 1

)
(w′)2 − w′

z

+
(w − 1)2

z2

(
αw +

β

w

)
+ γ

w

z
+ δ

w(w + 1)

w − 1
(P5)

w′′ =
1

2

(
1

w
+

1

w − 1
+

1

w − z

)
(w′)2 −

(
1

z
+

1

z − 1
+

1

w − z

)
w′

+
w(w − 1)(w − z)

z2(z − 1)2

(
α+ β

z

w2
+ γ

z − 1

(w − 1)2
+ δ

z(z − 1)

(w − z)2

)
(P6)
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Èñòîðèÿ

Ýòîò ñïèñîê áûë ïîëó÷åí Ïåíëåâå è Ãàìáüå (∼1890�1910) â ðàìêàõ
àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÎÄÓ, ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèé âèäà

w′′ = f(z, w,w′), (3)

ãäå f � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò w, w′, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé �
àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îò z, è îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

îáùåå ðåøåíèå, êàê ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé w(z), íå
äîëæíî èìåòü ïîäâèæíûõ (òî åñòü, çàâèñÿùèõ îò âûáîðà íà-
÷àëüíûõ äàííûõ) ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê.

Íàïðèìåð, ó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P1 åñòü åäèíñòâåííàÿ ñóùåñòâåííî
îñîáàÿ òî÷êà z =∞, íî îíà íåïîäâèæíà; âñå îñòàëüíûå îñîáåííîñòè
ïîäâèæíûå, íî ýòî ïîëþñû (âèäà

w(z) =
1

(z − z0)2
+ . . . ,

ãäå z0 çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ).
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Â ðåçóëüòàòå êëàññèôèêàöèè áûë ïîëó÷åí ñïèñîê èç 50 óðàâíåíèé (ñì. â
[Àéíñ]). Èç íèõ áîëüøèíñòâî ðåøàþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ, ýëëèïòè÷åñêèõ
èëè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ. Ëèøü øåñòü óðàâíåíèé íå ñâîäÿòñÿ
ê ÷åìó-òî áîëåå ïðîñòîìó è îïðåäåëÿþò íîâûå ñïåöôóíêöèè �
òðàíñöåíäåíòû Ïåíëåâå (äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèÿ âñå æå ìîãóò óïðîùàòüñÿ, êàê
ìû âèäåëè íà ïðèìåðå P2).

Ïî÷åìó òîëüêî âòîðîé ïîðÿäîê? Ïðîñòî, äëÿ óðàâíåíèé ñòàðøèõ
ïîðÿäêîâ èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò ïîëó÷èòü êðàéíå òðóäíî. Èõ äî ñèõ ïîð
êëàññèôèöèðóþò. . . Íî, ïðèìåðîâ î÷åíü ìíîãî. Âîîáùå, ñâîéñòâî
Ïåíëåâå ïðèìåíèìî íå òîëüêî ê óðàâíåíèÿì âèäà (3). Âïåðâûå åãî
èñïîëüçîâàëà Êîâàëåâñêàÿ (1880), ïðè àíàëèçå óðàâíåíèé
Ýéëåðà�Ïóàññîíà, îïèñûâàþùèõ âðàùåíèå òâ¼ðäîãî òåëà ñ çàêðåïëåííîé
òî÷êîé â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè

u̇ = [u, Ju] + [γ, v], v̇ = [v, Ju], u, v ∈ R3,

ãäå J = diag(J1, J2, J3) è γ ∈ R3 � ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû (ìîìåíòû
èíåðöèè è êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñâÿçàííîé ñ
òåëîì). Ó ýòîé ñèñòåìû åñòü ïåðâûå èíòåãðàëû

C1 = 〈v, v〉, C2 = 〈u, v〉, H = 〈u, Ju〉 − 2〈γ, v〉.
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Îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà�Ëè íà e(3) (àëãåáðà äâèæåíèé R3), C1 è
C2 � ýòî ôóíêöèè Êàçèìèðà, H � ãàìèëüòîíèàí. Äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè
ïî Ëèóâèëëþ íóæåí åùå îäèí ïåðâûé èíòåãðàë K. Â îáùåì ñëó÷àå åãî
íåò, íî ïðè íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ íà ïàðàìåòðû åñòü:

Ýéëåð: γ = 0, K = 〈u, u〉
Ëàãðàíæ: J1 = J2, γ1 = γ2 = 0, K = u3

Êîâàëåâñêàÿ: 2J1 = 2J2 = J3, γ3 = 0,

K =
∣∣J1(u1 + iu2)2 + 2(γ1 + iγ2)(v1 + iv2)

∣∣2
Ñëó÷àè Ýéëåðà è Ëàãðàíæà ðåøàþòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ,
ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé � â ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ðîäà 2 (èíòåðåñíî, ÷òî
ôàêòè÷åñêè âîçíèêàþò óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà äëÿ 2-çîííûõ ïîòåíöèàëîâ).
Ïîçæå áûëè íàéäåíû åù¼ íåñêîëüêî ñëó÷àåâ ÷àñòíîé èíòåãðèðóåìîñòè
(èíâàðèàíòíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ âìåñòî ïåðâûõ èíòåãðàëîâ).

Èòàê, ìîòèâèðîâêà äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâà Ïåíëåâå áûëà ñâÿçàíà ñ
èíòåãðèðóåìîñòüþ â êâàäðàòóðàõ, íî, êàê ïîêàçàëà êëàññèôèêàöèÿ
Ïåíëåâå, ñóùåñòâóþò óðàâíåíèÿ, ó êîòîðûõ ýòî ñâîéñòâî åñòü, íî â
êâàäðàòóðàõ îíè íå èíòåãðèðóþòñÿ.
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Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê óðàâíåíèÿì Ïåíëåâå (Ôóêñ, ∼1900) ñâÿçàí ñ èõ
âûâîäîì èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ψλ = A(λ; z, w,w′)Ψ, Ψz = B(λ; z, w,w′)Ψ ⇒ Az = Bλ + [B,A]

(èçîìîíîäðîìíîå ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà). Íàïðèìåð, äëÿ P1

A =

(
−w′ 2λ+ 2w

−2λ2 + 2λw − 2w2 − z w′

)
, B =

(
0 1

2w − λ 0

)
.

Äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èíòåãðèðóåìûõ â ñìûñëå ÌÎÇÐ,
ðåäóêöèè ïî ãðóïïàì êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèé ïðèâîäÿò ê ÎÄÓ ñî
ñâîéñòâîì Ïåíëåâå. Ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû ïðè ýòîì
ïðåîáðàçóþòñÿ â èçîìîíîäðîìíûå.

À ñàìî ñâîéñòâî Ïåíëåâå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå äîâîëüíî
ïðîñòîãî äåòåêòîðà èíòåãðèðóåìîñòè.
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Òåñò Êîâàëåâñêîé�Ïåíëåâå

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ÎÄÓ, íà ïðèìåðå

w′′ = 2w3 + zw + α+ βz.

Èùåì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà Ëîðàíà ïî z − z0 ñ ïðîèçâîëüíûì z0.

Òðåáîâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ, ÷òîáû ðÿä ñîäåðæàë åù¼ îäíó ïðîèçâîëüíóþ
ïîñòîÿííóþ â êîýôôèöèåíòàõ, òîãäà ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî îí
ïðåäñòàâëÿåò îáùåå ðåøåíèå.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçëîæåíèå äîëæíî íà÷èíàòüñÿ ñ (z − z0)−1: åñëè

w ∼ p(z − z0)−k,

òîãäà
pk(k + 1)(z − z0)−k−2 = 2p3(z − z0)−3k + . . . ,

à ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè k = 1.
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Èòàê, ïóñòü

w =
p

z − z0
+ c0 + c1(z − z0) + . . . , z0, p, cj ∈ C.

Âûïèøåì ñîîòíîøåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå.

(z − z0)−3 : p2 = 1 ïåðâûå ÷åòûðå

(z − z0)−2 : 6c0 = 0 óðàâíåíèÿ

(z − z0)−1 : 6c1 = −pz0 îïðåäåëÿþò

(z − z0)0 : (6− 2)c2 = −p− α− βz0 p, c0, c1, c2

(z − z0)1 : (6− 6)c3 = c1(6pc1 + z0) + β ⇔ 0 = β ¾ðåçîíàíñ¿

(z − z0)2 : (6− 12)c4 = . . .

(z − z0)3 : (6− 20)c5 = . . .

Â óðàâíåíèè äëÿ c3 âñå ñîêðàùàåòñÿ: ïðè ïîäñòàíîâêå ðàíåå íàéäåííîãî
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, åñëè β 6= 0 èëè òîæäåñòâî, åñëè β = 0.
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Èòàê:

� ïðè β 6= 0 ðÿäà Ëîðàíà íåò, ñâîéñòâî Ïåíëåâå íå âûïîëíÿåòñÿ;

� ïðè β = 0 êîýôôèöèåíò c3 ïðîèçâîëåí. Äàëüøå âñ¼ îïÿòü îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî è ïîëó÷àåòñÿ ðÿä ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè z0 è
c3, êàê è íóæíî äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå ñ β = 0 (òî åñòü, P2) âîçìîæíî
óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Ïåíëåâå. Ïðàâäà, ýòî åù¼ íå äîêàçàòåëüñòâî, à
ëèøü íåîáõîäèìîå óñëîâèå � íóæíî äîêàçûâàòü, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
íåíóëåâîé è îáùåå ðåøåíèå ìåðîìîðôíî.
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Âàðèàíò òåñòà äëÿ Ó×Ï

Ãèïîòåçà Àáëîâèöà�Ðàìàíè�Ñèãóðà (1978) óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè Ó×Ï
èíòåãðèðóåìî (â ñìûñëå ÌÎÇÐ), òî ëþáàÿ åãî ðåäóêöèÿ ê ÎÄÓ îáëàäàåò
ñâîéñòâîì Ïåíëåâå.

×òîáû ïðèìåíèòü ýòîò ïðèíöèï ê èññëåäîâàíèþ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ,
íóæíî ñíà÷àëà ïðîâåñòè åãî ãðóïïîâîé àíàëèç, êëàññèôèöèðîâàòü âñå
èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ, ïåðåéòè ê ñîîòâåòñòâóþùèì ÎÄÓ è äëÿ êàæäîé
ïîëó÷åííîé ðåäóêöèè ïðîäåëàòü òåñò, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Åñëè ðåçóëüòàò âñåãäà ïîëîæèòåëüíûé, òî íàøå óðàâíåíèå, âåðîÿòíî,
èíòåãðèðóåìî.

Êîíå÷íî, íà ïðàêòèêå ýòî ñëèøêîì ãðîìîçäêàÿ ïðîöåäóðà, õî÷åòñÿ
ïðèìåíÿòü òåñò òîëüêî îäèí ðàç è íåïîñðåäñòâåííî ê óðàâíåíèþ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîäõîäÿùåå îáîáùåíèå áûëî ïðåäëîæåíî
Âåéññîì, Òàáîðîì è Êýðíèâåéëîì (WTC-òåñò, 1983).
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Ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ðÿäà

u(x, t) =
1

Xm
(a0 + a1X + a2X

2 + . . . ), aj = aj(t), X = X(x, t),

ãäå m ∈ N è X(x, t) ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Óðàâíåíèå X = 0 îïèñûâàåò ñèíãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèÿ. Îáû÷íî
ìîæíî, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ïðèíÿòü X = x− q(t), ÷òî óïðîùàåò
âû÷èñëåíèÿ.

Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû òàêîé ðÿä ñîäåðæàë äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðåçîíàíñîâ, òî
åñòü, ÷òîáû ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ aj áûëî ñòîëüêî ñâîáîäíûõ ôóíêöèé,
ñêîëüêî íóæíî äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè.

Â ñëó÷àå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ïî x, îòâåò äîëæåí
ñîäåðæàòü, êðîìå q(t), åùå n− 1 ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ñðåäè
êîýôôèöèåíòîâ aj .
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Ïðèìåíèì òåñò ê ÊäÔ
ut = uxxx − 6uux.

Ïóñòü X = x− q(t), ñíà÷àëà ñëåäèì òîëüêî çà ãëàâíûìè ÷ëåíàìè:

u ∼ a0
Xm

, ut ∼ m
q′a0
Xm+1

, ux ∼ −m
a0

Xm+1
,

uxxx ∼ −m(m+ 1)(m+ 2)
a0

Xm+3
.

Cðàâíèâàÿ ñëàãàåìûå uxxx è uux âèäèì, ÷òî äëÿ áàëàíñà íåîáõîäèìî,
÷òîáû áûëî

−m(m+ 1)(m+ 2)
a0

Xm+3
+ 6m

a20
X2m+1

= 0 ⇒ m = 2, a0 = 2.

Èòàê, ðàçëîæåíèå äîëæíî èìåòü âèä

u =
2

X2
+
a1
X

+ a2 + a3X + a4X
2 + . . . , aj = aj(t).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå áóäóò ïîëó÷àòüñÿ
ñîîòíîøåíèÿ òèïà

Xj−5 : (j + 1)(j − 4)(j − 6)aj = âûðàæåíèå èç aj−1, . . . .
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Òî÷íåå:

X−4 : 30a1 = 0,

X−3 : 24a2 + 6a21 − 4q′ = 0,

X−2 : 12a3 + 6a1a2 − a1q′ = 0,

X−1 : 0a4 − a′1 = 0.

⇒ a1 = 0, a2 =
1

6
q′, a3 = 0.

Çäåñü ÷ëåí ñ a4 ñîêðàòèëñÿ è òàê êàê a1 = 0, òî óðàâíåíèå ïðåâðàòèëîñü
â òîæäåñòâî. Êîýôôèöèåíò a4 îñòàëñÿ ïðîèçâîëüíûì (ïåðâûé ðåçîíàíñ).
Ïðîäîëæàåì:

X0 : − 6a5 −
1

6
q′′ = 0,

X1 : 0a6 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå òîæå îáðàòèëîñü â òîæäåñòâî, êîýôôèöèåíò a6 ñâîáîäåí
(âòîðîé ðåçîíàíñ). Â ñëåäóþùèõ ïîðÿäêàõ íè÷åãî èíòåðåñíîãî áîëüøå íå
ïðîèñõîäèò, ïðîñòî ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì a7, a8, . . . .

Èòàê, ïîñòðîåííûé ðÿä ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè q(t), a4(t), a6(t)
� ñòîëüêî è äîëæíî áûòü äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî åñòü,
óðàâíåíèå ÊäÔ ïðîøëî òåñò.

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 11 · 17 àïðåëÿ 2023 35 / 38



Äîìàøíåå çàäàíèå

11.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

ut = uxx + 2u2v, vt = −vxx − 2uv2 (4)

äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ðåäóêöèþ (ñâÿçàííóþ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàëèëåÿ):

u(x, t) = esp(z), v(x, t) = e−sq(z), s =
1

6
(t3 − 3xt), z = x− 1

2
t2.

Àëãîðèòì:

1) Âûïèñàòü ñèñòåìó ÎÄÓ (÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà) íà p(z), q(z) (âñå ëèøíèå
x è t äîëæíû ñîêðàòèòüñÿ).

2) Íàéòè ó ýòîé ñèñòåìû îäèí ïåðâûé èíòåãðàë.

3) Ïîíèçèòü ïîðÿäîê íà åäèíèöó çà ñ÷¼ò ïåðåõîäà ê ïåðåìåííûì
f = p′/p, g = q′/q, h = 2pq.

4) Èñïîëüçóÿ ïåðâûé èíòåãðàë, ïîíèçèòü ïîðÿäîê åù¼ íà åäèíèöó è
ñâåñòè çàäà÷ó ê óðàâíåíèþ P2 íà f èëè g.

Äîïîëíèòåëüíî, ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèÿ íà f è g ñâÿçàíû
ïðåîáðàçîâàíèåì Áýêëóíäà (ïðèâåäåíî â ëåêöèè).
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11.2. Òî æå ñàìîå äëÿ äðóãîé ðåäóêöèè (4) � àâòîìîäåëüíîé, ñâÿçàííîé
ñ ñèììåòðèåé ðàñòÿæåíèÿ

uτ = 2tut2 + xux + (1 + 2α)u, vτ = 2tvt2 + xvx + (1− 2α)v

(òî÷íåå ãîâîðÿ, ýòî êîìáèíàöèÿ äâóõ ðàçíûõ ðàñòÿæåíèé � ÷ëåí ñ α
îòâå÷àåò ãðóïïå u→ cu, v → v/c, à îñòàëüíûå ÷ëåíû � ìàñøòàáèðîâàíèþ
x, t, u, v).

Àëãîðèòì:

1) Íàéòè èíâàðèàíòû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäãðóïïû (ïî ìåòîäó
õàðàêòåðèñòèê) è çàäàòü ñ èõ ïîìîùüþ ôîðìóëû äëÿ ðåäóêöèè.

2) Âûïèñàòü ñèñòåìó ÎÄÓ (÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà).

3) Êàê è ðàíüøå, ïîíèçèòü ïîðÿäîê íà 2, ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì òèïà
f, g, h è ïîäáèðàÿ ïåðâûé èíòåãðàë.

4) Ñâåñòè ñèñòåìó ê P4.
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11.3. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå

w′′ = w2 + wz

íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Ïåíëåâå. [Ïðèìåíèòå òåñò ñ ðÿäàìè Ëîðàíà.
Îïðåäåëèòå, ñ êàêîé ñòåïåíè äîëæåí íà÷èíàòüñÿ ðÿä. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè
îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ëèáî íå õâàòàåò
ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà.]

11.4. Ïðèìåíèòå òåñò WTC ê óðàâíåíèþ ÊäÔ�Áþðãåðñà

ut = uxxx + uxx − 6uux.

Óñëîâèå áàëàíñà çäåñü íå ìåíÿåòñÿ è ðåøåíèå èùåòñÿ, êàê è â ïðèìåðå ñ
ÊäÔ, â âèäå ðÿäà

u = 2X−2 + a1(t)X−1 + a2(t) + a3(t)X + . . . , X = x− q(t).

Óäà¼òñÿ ëè åãî ïîñòðîèòü, òî åñòü, ðàçðåøèìû ëè óðàâíåíèÿ íà
êîýôôèöèåíòû? Åñëè ðàçðåøèìû, òî ñêîëüêî êîýôôèöèåíòîâ îñòàþòñÿ
ñâîáîäíûìè (íóæíî òðè, ñ÷èòàÿ ñ q)?
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