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Äèñêðåòíàÿ ïåðåìåííàÿ êàê àïïðîêñèìàöèÿ x

Äèñêðåòíàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò ñëóæèòü äëÿ ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíîé
(ïðîñòðàíñòâåííîé èëè âðåìåííîé). Ïðèìåð � ðàçíîñòíàÿ ñõåìà
Çàáóñêè�Êðàñêàëà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÊäÔ

uj+1
n − uj−1

n = a(ujn+2 − 2ujn+1 + 2ujn−1 − u
j
n−2)

+ 2ah2(ujn+1 + ujn + ujn−1)(ujn+1 − u
j
n−1)

(íåïðåðûâíûé ïðåäåë ïðèâåäåí â ëåêöèè 1).

Äðóãîé ïðèìåð � öåïî÷êà Âîëüòåððû (Ìàíàêîâ, 1974)

un,t = un(un+1 − un−1). (1)

Áóäåì ñ÷èòàòü n àíàëîãîì x è çàäàäèì íà÷àëüíûå äàííûå â âèäå
ïëàâíîé êðèâîé, âûõîäÿùåé íà 1 ïðè n→ ±∞. Äëÿ ïðîñòîòû
ïðîãðàììèðîâàíèÿ óäîáíî çàìêíóòü ðåø¼òêó ñ áîëüøèì ïåðèîäîì, òîãäà
ïîëó÷èòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, íî äîâîëüíî
ïðîñòîé ñòðóêòóðû. Îíà ëåãêî ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñòàíäàðòíûìè
ñîëâåðàìè äëÿ ÎÄÓ.
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Êàê âèäèì, ðåøåíèå âåä¼ò ñåáÿ î÷åíü ïîõîæå íà ñîëèòîíû ÊäÔ, èëè íà
òî, ÷òî ìû âèäåëè â ýêñïåðèìåíòå Çàáóñêè�Êðàñêàëà. Âîçíèêàåò
íåñêîëüêî ñîëèòîíîâ (èõ ÷èñëî çàâèñèò îò íà÷àëüíîé êðèâîé),
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ. Êîíå÷íî, ýòî íå ¾÷èñòîå¿
ìíîãîñîëèòîííîå ðåøåíèå (âî-ïåðâûõ, èç-çà óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè,
âî-âòîðûõ, òàê êàê íà÷àëüíûå äàííûå âûáðàíû íàîáóì), íî äîñòàòî÷íî
õîðîøàÿ èëëþñòðàöèÿ ê íåìó.
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Ìîæíî ïîêàçàòü (ÄÇ), ÷òî öåïî÷êà (1) äîïóñêàåò íåïðåðûâíûé ïðåäåë ê
óðàâíåíèþ ÊäÔ: ïîëîæèì

un(t) = 1 + h2U(X,T ), X = nh+ 2ht, T = h3t/3, (2)

ãäå h ìàëûé ïàðàìåòð (øàã ðåøåòêè), òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå ðàçëîæåíèé
ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â (1) äëÿ U(X,T ) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ÊäÔ
UT = UXXX + 6UUX ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà O(h2).

Òàêèì îáðàçîì, öåïî÷êà Âîëüòåððû ñëóæèò äèñêðåòèçàöèåé ÊäÔ.
Îäíàêî, ýòèì å¼ ñîäåðæàíèå íå èñ÷åðïûâàåòñÿ. Â îòëè÷èå îò ðàçíîñòíîé
ñõåìû Çàáóñêè�Êðàñêàëà, öåïî÷êà Âîëüòåððû � ñàìîñòîÿòåëüíîå
èíòåãðèðóåìîå óðàâíåíèå. Ó íå¼ åñòü âñ¼, ÷òî ïîëîæåíî:

ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà,

çàêîíû ñîõðàíåíèÿ,

âûñøèå ñèììåòðèè,

òî÷íûå ìíîãîñîëèòîííûå è êîíå÷íîçîííûå ðåøåíèÿ (âûâîä
1-ñîëèòîííîãî � â ÄÇ).

Âîîáùå, âñå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå ìû èçó÷èëè íà ïðèìåðå ÊäÔ,
ðàáîòàþò è çäåñü.
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Äèñêðåòíàÿ ïåðåìåííàÿ êàê íîìåð

Ïðîñòåéøàÿ âûñøàÿ ñèììåòðèÿ öåïî÷êè (1) èìååò âèä

un,T = un(un+1(un+2 + un+1 + un)− un−1(un + un−1 + un−2)). (3)

Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò 5 óçëîâ ðåø¼òêè (÷èñëî ñîñåäåé èãðàåò òó
æå ðîëü, ÷òî ïîðÿäîê ïî ïðîèçâîäíûì äëÿ íåïðåðûâíûõ óðàâíåíèé).
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (1) è (3) ñîâìåñòíû. Êàê îáû÷íî, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ ∂t è ∂T êîììóòèðóþò, èëè, ïî ïðîñòîìó,
(un,T )t = (un,t)T .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îáùåå ðåøåíèå un(t, T ) îáåèõ öåïî÷åê,
êàê ôóíêöèÿ îò òð¼õ ïåðåìåííûõ � äèñêðåòíîé è äâóõ íåïðåðûâíûõ.

Çàôèêñèðóåì ëþáîé íîìåð n è ïîëîæèì (u, v) = (un, un+1). Òîãäà âñå
ïåðåìåííûå uk ìîãóò áûòü ðåêóððåíòíî âûðàæåíû ÷åðåç (u, v) è èõ
ïðîèçâîäíûå ïî t, ïîñêîëüêó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

un−1 = un+1 −
un,t
un

èëè un+2 = un +
un+1,t

un+1
.
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Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî çàìåíèòü ÷åðåç u è v ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé

uT = un,T = f(un−2, . . . , un+2), vT = un+1,T = f(un−1, . . . , un+3)

(ãäå f îïðåäåëåíà â (3)). Â ðåçóëüòàòå, äëÿ u è v ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ
ýâîëþöèîííàÿ ñèñòåìà, à èìåííî (Ëåâè, 1981):

uT = −utt + (u2 + 2uv)t, vT = vtt + (v2 + 2uv)t. (4)

Òàê êàê n ïðîèçâîëüíî, ýòîé ñèñòåìå óäîâëåòâîðÿåò ëþáàÿ ïàðà ñîñåäåé,
â òîì ÷èñëå (ũ, ṽ) = (un+1, un+2).

Ïåðåõîä îò (u, v) = (un, un+1) ê (ũ, ṽ) = (un+1, un+2) çàäà¼òñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì

ũ = v, ṽ = u+
vt
v
. (5)

Îíî ïåðåâîäèò ëþáîå ðåøåíèå (ñ v 6= 0) ñèñòåìû (4) â ðåøåíèå ýòîé æå
ñèñòåìû. Ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòèìî:

u = ṽ − ũt
ũ
, v = ũ.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå âèä óðàâíåíèÿ (è íå ñâîäÿùèåñÿ ê
òî÷å÷íûì çàìåíàì ïåðåìåííûõ) íàçûâàþòñÿ (àâòî-)ïðåîáðàçîâàíèÿìè
Áýêëóíäà.

Ïðåîáðàçîâàíèå (5) � ýòî ÿâíàÿ è îáðàòèìàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ïîäñòàíîâêà, ïðîñòåéøèé òèï ÏÁ. Áûâàþò è áîëåå ñëîæíûå, íåÿâíûå
ÏÁ, ÷òî ìû óâèäèì íà ïðèìåðå ÊäÔ.

Âûâîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äèñêðåòíàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò
èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ íå òîëüêî êàê àíàëîã íåïðåðûâíîé, íî è ïðîñòî êàê
íîìåð, ñ÷¼ò÷èê íåêîòîðûõ îòîáðàæåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå íå îáÿçàòåëüíî
äîëæåí áûòü êàêîé-òî íåïðåðûâíûé ïðåäåë.

Îáå òî÷êè çðåíèÿ äîïîëíÿþò äðóã äðóãà.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà äëÿ ÊäÔ

Äëÿ íåêîòîðûõ óðàâíåíèé ÏÁ ïîëó÷àþòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ äâóõ
ïîäñòàíîâîê, äåéñòâóþùèõ â ðàçíûå ñòîðîíû. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì
ñëóæàò óðàâíåíèÿ

ÊäÔ : ut = uxxx − 6uux è ìÊäÔ : ft = fxxx − 6(f2 + α)fx.

Íàïîìíèì (ñì. ëåêöèþ 2), ÷òî èìååòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû,
îòîáðàæàþùåå ðåøåíèÿ ìÊäÔ â ðåøåíèÿ ÊäÔ:

M+ : u = f2 + fx + α.

Óðàâíåíèå äëÿ f èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåíû f → −f . Ýòî äà¼ò
åù¼ îäíó ïîäñòàíîâêó ìåæäó òåìè æå óðàâíåíèÿìè:

M− : ũ = f2 − fx + α.

Óðàâíåíèÿ äëÿ u è ũ ñîâïàäàþò, íî ñàìè ðåøåíèÿ ðàçíûå.
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Ñâÿçü ìåæäó u è ũ è åñòü ÏÁ äëÿ ÊäÔ. Ýòî íåÿâíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

M-M+

B

f , α

u u

Ïóñòü ðåøåíèå u(x, t) çàäàíî. ×òîáû ïîëó÷èòü ũ, íóæíî ñíà÷àëà
îáðàòèòü M+

α , äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü f êàê ðåøåíèå ïàðû ÎÄÓ

fx = u− α− f2, ft = uxx − 2uxf − 2(u+ 2α)(u− f2 − α), (6)

(âòîðîå óðàâíåíèå ýòî ìÊäÔ, â êîòîðîì fx è fxxx çàìåíåíû ÷åðåç u). Òàê
êàê u óäîâëåòâîðÿåò ÊäÔ, òî ýòà ñèñòåìà ñîâìåñòíà. Äàëåå, ũ íàõîäèòñÿ
óæå ïî ÿâíûì ôîðìóëàì ïðè ïîìîùè M−

α .

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè âûâîäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ìû ñòðîèëè f â âèäå
ðÿäà ïî

√
−λ. Â êà÷åñòâå íàñòîÿùåãî ðåøåíèÿ ýòîò ôîðìàëüíûé ðÿä íå

ãîäèòñÿ. Ñåé÷àñ òðåáóåòñÿ ðåøåíèå â âèäå ôóíêöèè îò x, t, ïðè
íåêîòîðîì êîíêðåòíîì ÷èñëîâîì çíà÷åíèè λ = α.
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Ïðîìåæóòî÷íóþ ïåðåìåííóþ f ìîæíî èñêëþ÷èòü è ïðèâåñòè ÏÁ ê
ñîîòíîøåíèÿì íåïîñðåäñòâåííî ìåæäó u è ũ. Èìååì:

u = f2 + fx + α, ũ = u− 2fx. (7)

Îòñþäà íàõîäèì 2f2 = u+ ũ− 2α è òîãäà

ux + ũx = (u− ũ)
√

2(u+ ũ− 2α). (8)

Ýòî ¾x-÷àñòü¿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà.

Åù¼ îäíî óðàâíåíèå, ¾t-÷àñòü¿, ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîäñòàâèòü f âî âòîðîå
óðàâíåíèå (6) èëè íåïîñðåäñòâåííî â óðàâíåíèå ìÊäÔ; ýòî äàñò

ut + ũt = (uxx − ũxx − 3u2 + 3ũ2)
√

2(u+ ũ− 2α). (9)

Ïåðåêð¼ñòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èç (8) è (9) ñëåäóåò

ut − uxxx + 6uux = ũt − ũxxx + 6ũũx,

òî åñòü, åñëè îäíà ïåðåìåííàÿ óäîâëåòâîðÿåò ÊäÔ, òî ýòî âåðíî è äëÿ
âòîðîé; êðîìå òîãî, äèôôåðåíöèðîâàíèå (8) â ñèëó ÊäÔ äàåò òîæäåñòâî
(ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (8) ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî x).
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Îäåâàþùàÿ öåïî÷êà

Ïðåîáðàçîâàíèå â âèäå (8) íå îñîáåííî óäîáíî èç-çà êîðíÿ. Íî, ìû ìîæåì
âçãëÿíóòü íà êàðòèíó è ñ äðóãîé ñòîðîíû:

M- M+

B

u

f , α f
~

, α

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷àòü f , èñêëþ÷èì ũ èç ñîîòíîøåíèé

M+ : ũ = f̃2 + f̃x + α̃, M− : ũ = f2 − fx + α.

Ïàðàìåòð α̃ âûáèðàåòñÿ íåçàâèñèìî îò α. Ýòî äà¼ò x-÷àñòü ÏÁ ìåæäó
äâóìÿ óðàâíåíèÿìè ìÊäÔ ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè:

fx + f̃x = f2 − f̃2 + α− α̃. (10)
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Òàê êàê ìû ñîáèðàåìñÿ ïðèìåíÿòü ÏÁ ìíîãîêðàòíî, òî ïðèíöèïèàëüíîé
ðàçíèöû ìåæäó ýòèìè äâóìÿ äèàãðàììàìè íåò � îíè ñêëåèâàþòñÿ â
îäíó îáùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

M- M- M-M+ M+

fn-1, αn-1 fn, αn fn+1, αn+1

un un+1 un+2

. . . . . .

Ïåðåìåííûå un, fn ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ñ
ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè αn:

un = f2n + fn,x + αn, un+1 = un − 2fn,x, n ∈ Z. (11)

Èñêëþ÷åíèå un ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìîé îäåâàþùåé öåïî÷êå:

fn,x + fn+1,x = f2n − f2n+1 + αn − αn+1, (12)

èñêëþ÷åíèå fn � ê öåïî÷êå

un,x + un+1,x = (un − un+1)
√

2(un + un+1 − 2αn).
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Óäîáíà òàêæå ïåðåìåííàÿ v, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëàì

un = 2vn,x, vn = fn − fn+1.

Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ýòà ïåðåìåííàÿ
óäîâëåòâîðÿëà, ïðè êàæäîì n, ïîòåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ÊäÔ

vt = vxxx − 6v2x. (13)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïî÷êà èìååò âèä

vn,x + vn+1,x = (vn − vn+1)2 + αn. (14)

Âñå òðè öåïî÷êè, äëÿ ïåðåìåííûõ f , u è v, îïðåäåëÿþò x-÷àñòü ÏÁ äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé. Ïðî t-÷àñòü ìîæíî îñîáî íå
äóìàòü, äîñòàòî÷íî ïîìíèòü, ÷òî öåïî÷êè ñîâìåñòíû ñ äèíàìèêîé ïî t.
Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü çàâèñèìîñòü
ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ îò t.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

Îäåâàþùóþ öåïî÷êó ìîæíî âûâåñòè èíà÷å � ñòàðòóÿ ñ ëèíåéíîé çàäà÷è
äëÿ ÊäÔ. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

ψxx = (u− λ)ψ (15)

äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

ψ̃ = ψx − fψ. (16)

Òî åñòü, ìîæíî òàê âûáðàòü f , ÷òî ψ̃ òàêæå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà, ñ íîâûì ïîòåíöèàëîì ũ.

Äèôôåðåíöèðóÿ (16) è çàìåíÿÿ ψxx èç (15), ïîëó÷àåì

ψ̃x = ψxx − fxψ − fψx = (u− fx − λ)ψ − fψx; (17)

äèôôåðåíöèðóÿ åù¼ ðàç, ïîëó÷àåì

ψ̃xx = (ux − fxx − f(u− λ))ψ + (u− 2fx − λ)ψx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîëæíî áûòü

ψ̃xx = −(ũ+ λ)ψ̃ = −(ũ+ λ)(ψx − fψ).
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Ñðàâíèâàÿ ýòè äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

ũ = u− 2fx, ux − fxx + f(ũ− u) = 0.

Çàìåíèâ âî âòîðîì óðàâíåíèè ũ− u = −2fx è ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷èì

u = f2 + fx + α, ũ = u− 2fx

� ýòî â òî÷íîñòè ñîîòíîøåíèÿ (7), êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû èç
ïðåîáðàçîâàíèé Ìèóðû.

Ïðåîáðàçîâàíèå (16), (7) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Äàðáó äëÿ
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà.

Îòëè÷èå ìåæäó ÏÁ è ÏÄ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÏÁ âûïèñûâàåòñÿ íà
ïîëåâûå ïåðåìåííûå u, f , à ÏÄ îïðåäåëÿåò ðàñøèðåíèå ýòîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ íà âîëíîâûå ôóíêöèè.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü:

f = φx/φ, φxx = (u− α)φ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÏÄ ñòðîèòñÿ ïî ÷àñòíîìó ðåøåíèþ φ óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà ïðè ÷àñòíîì çíà÷åíèè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ = α.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ u→ ũ è ũ→ u îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ñìåíîé çíàêà f . Íà
ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, äåéñòâèå îáðàòíîãî ÏÄ èìååò âèä

ψ =
1

α− λ
(ψ̃x + fψ̃). (18)

Ýòî ëåãêî ïîëó÷èòü èç (16) è (17): èìååì

ψ̃x = (u− fx − λ)ψ − fψx = (u− fx − λ)ψ − f(ψ̃ + fψ) ⇒

ψ̃x + fψ̃ = (u− fx − f2 − λ)ψ = (α− λ)ψ.

Ïðåîáðàçîâàíèå â ìàòðè÷íîì âèäå, ñ èíäåêñîì n:

Ψn,x = UnΨn, Ψn+1 = FnΨn,

Un =

(
0 1

un − λ 0

)
, Fn =

(
−fn 1

f2n + αn − λ −fn

)
, Ψn =

(
ψn
ψn,x

)
(âòîðàÿ ñòðîêà An ïîëó÷àåòñÿ èç (17), åñëè çàìåíèòü u = f2 + fx + α).
Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè (ïîëóäèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû)

Fn,x = Un+1Fn − FnUn

ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèÿì (11) un = f2n + fn,x + αn, un+1 = un − 2fn,x.
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Åù¼ îäèí ñïîñîá âûâîäà n-ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ ÊäÔ

Ïåðåõîä un 7→ un+1 ñîãëàñíî (11) òðåáóåò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè.
Ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ ÿâíûìè, åñëè ïðè íåêîòîðîì n (ïóñòü ïðè n = 0)
èçâåñòíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà.

Ñõåìà òàêàÿ:

1. Ïóñòü ïðè n = 0 èçâåñòåí íàáîð ðåøåíèé ϕj0, îòâå÷àþùèõ ïîïàðíî
ðàçëè÷íûì ÷àñòíûì çíà÷åíèÿì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà:

ϕj0,xx = (u0 − αj)ϕj0 = 0, j = 0, 1, 2, . . . . (19)

2. Åñëè un è ϕjn èçâåñòíû, èñïîëüçóåì îäíó èç ϕjn, ÷òîáû ïîñòðîèòü fn
êàê ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
èñïîëüçóåì ϕnn:

fn = ϕnn,x/ϕ
n
n. (20)

3. Ïðèìåíÿåì ÏÄ äëÿ ïåðåñ÷åòà îñòàëüíûõ ϕjn â ϕjn+1 è äëÿ
îïðåäåëåíèÿ un+1:

ϕjn+1 = ϕjn,x − fnϕjn, un+1 = un − 2fn,x. (21)

4. Èäåì ê øàãó 2 äëÿ n = n+ 1 è ïîâòîðÿåì, ïîêà íå íàäîåñò.
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Îòìåòèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïðîïàäàåò îäíà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, òàê
êàê ϕnn ïðèíàäëåæèò ÿäðó îïåðàòîðà ∂x − fn.
Åñëè èçíà÷àëüíî çàäàíî N ôóíêöèé ϕj0, òî ìû ñìîæåì ñäåëàòü N øàãîâ.

Åñëè ôóíêöèé áåñêîíå÷íî ìíîãî, òî ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæàòü ñêîëü
óãîäíî äîëãî. Ìîæíî ýòî èçîáðàçèòü òàêîé äèàãðàììîé:

u0
f0→ u1

f1→ u2
f2→ u3 . . .

α0 ϕ0
0 → 0

α1 ϕ1
0 → ϕ1

1 → 0

α2 ϕ2
0 → ϕ2

1 → ϕ2
2 → 0

...
...

. . .

Çàìå÷àíèå 2. Íà ñàìîì äåëå, ïðîïàæà ôóíêöèè âîñïîëíèìà, òàê êàê
∂x − fn ìîæíî ïðèìåíèòü êî âòîðîìó ëèíåéíî-íåçàâèñèìîìó ðåøåíèþ
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, êîòîðîå íàõîäèòñÿ êâàäðàòóðîé. Ýòî ïîçâîëÿåò
ñòðîèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ êðàòíûìè çíà÷åíèÿìè αj (ïðàâäà, ïðè ýòîì
êðîìå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü è èíòåãðèðîâàíèå).
Äëÿ ïðîñòîòû, ìû íå ðàññìàòðèâàåì ýòîò ñëó÷àé; ïóñòü âñå αn ðàçëè÷íû.
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Çàìå÷àíèå 3. Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà íåîäíîçíà÷íà, òàê êàê çàâèñèò îò
íóìåðàöèè αj . Íà n-ì øàãå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ôóíêöèþ ϕjn èç
òåõ, ÷òî îñòàëèñü íà äàííûé ìîìåíò. Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ íà øàãå
n+ 1 çàâèñèò îò ýòîãî âûáîðà. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñêîëüêî ðàçíûõ
ïîòåíöèàëîâ ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷¼ò èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ïðåîáðàçîâàíèé.
Ïîçæå ìû íà íåãî îòâåòèì.

Ñâåðíåì ðåçóëüòàò n-êðàòíîãî ÏÄ â êîìïàêòíóþ âðîíñêèàííóþ ôîðìóëó,
òèïà òîé, ÷òî óæå âûâîäèëàñü äëÿ n-ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ (ëåêöèÿ 3).

Ëåììà 1. Äëÿ âðîíñêèàíîâ W (y1, . . . , yn) = det(∂k−1
x (yj))

∣∣n
j,k=1

âåðíî
òîæäåñòâî

W (y1, . . . , yn) = y1W (A(y2), . . . , A(yn)), A = ∂x − y1,x/y1. (22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà � ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû ñòåïåíè n− 1 ïî ∂x, äåéñòâóþùèå íà yn. Èõ ÿäðà ñîâïàäàþò
(íàòÿíóòû íà y1, . . . , yn−1), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îíè îòëè÷àþòñÿ íà
ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü. Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ∂n−1

x (yn) ïðèâîäèò
ê ðàâåíñòâó (22) äëÿ n− 1 è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò ïî èíäóêöèè. �
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

∆n = W (ϕ0
0, . . . , ϕ

n−1
0 ), n = 1, 2, . . . ,

∆n(ϕ) = W (ϕ0
0, . . . , ϕ

n−1
0 , ϕ),

ãäå ϕ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ, ïóñòü

∆0 = 1, ∆0(ϕ) = ϕ.

Èç ôîðìóë (20), (21) ïîëó÷àåì, ïîëüçóÿñü Ëåììîé 1,

∆n = ϕ0
0W (ϕ1

1, . . . , ϕ
n−1
1 ) = ϕ0

0ϕ
1
1W (ϕ2

2, . . . , ϕ
n−1
2 ) = · · · = ϕ0

0 · · ·ϕn−1
n−1

è, àíàëîãè÷íî,
∆n(ϕj0) = ϕ0

0 · · ·ϕn−1
n−1ϕ

j
n, j ≥ n.

Â ðåçóëüòàòå, âîëíîâûå ôóíêöèè ïîòåíöèàëà un âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
âðîíñêèàíû îò âîëíîâûõ ôóíêöèé ïîòåíöèàëà u0:

ϕjn =
∆n(ϕj0)

∆n
, j ≥ n, n = 0, 1, 2, . . . .

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 8 · 27 ìàðòà 2023 21 / 33



Â ÷àñòíîñòè, èìååì ϕnn = ∆n+1/∆n, îòêóäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ fn:

fn =
∆n+1,x

∆n+1
− ∆n,x

∆n
, n = 0, 1, 2, . . .

(ïðè n = 0 âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî 0).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ôîðìóëó un = u0 − 2f0,x − · · · − 2fn−1,x, ïîëó÷àåì

un = u0 − 2∂2x log ∆n.

Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ϕj0 ÷àñòíûå âîëíîâûå ôóíêöèè ïîòåíöèàëà u0,
îòâå÷àþùèå ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Ïîòåíöèàë,
âîçíèêàþùèé â ðåçóëüòàòå n-êðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó,
ïîñòðîåííîãî ïî ýòèì ôóíêöèÿì, èìååò âèä

un = u0 − 2∂2x logW (ϕ0
0, . . . , ϕ

n−1
0 ). (23)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà ðàâíà

ψn(x, λ) =
W (ϕ0

0, . . . , ϕ
n−1
0 , ψ0(x, λ))

W (ϕ0
0, . . . , ϕ

n−1
0 )

.
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Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïîëó÷àåòñÿ äëÿ çàòðàâî÷íîãî ïîòåíöèàëà u0 = 0.
Äëÿ íåãî óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà èìååò âèä

ψ0,xx = −λψ0

è ðåøàåòñÿ ÿâíî ïðè ëþáîì λ. ×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå ÊäÔ, íóæíî åùå
âîññòàíîâèòü çàâèñèìîñòü îò t. Ýòî ëåãêî, íóæíî ëèøü ðåøèòü
âñïîìîãàòåëüíóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó ïî t äëÿ ψ0:

ψ0,t = u0,xψ0 − 2(2λ+ u0)ψ0,x = −4λψ0,x.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå ϕj0 âûñòóïàþò ôóíêöèè âèäà

ϕj0 = aje
kjx + bje

−kjx, k2j = −αj , j = 0, 1, 2, . . . .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (23) äà¼ò â òî÷íîñòè òó æå ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëîâ
Áàðãìàííà, ÷òî ìû ðàíåå ïîëó÷èëè ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà äëÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùåé ïðè îáðûâå ðÿäà äëÿ ψ-ôóíêöèè
(ëåêöèÿ 3). Êàê è òàì, â ýòîì âûâîäå íà ïàðàìåòðû íåò íèêàêèõ
îãðàíè÷åíèé, êðîìå αi 6= αj , òàê êàê ýòî ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêàÿ
ïðîöåäóðà. Íàïîìíèì, ÷òî òðåáîâàíèå âåùåñòâåííîñòè è ðåãóëÿðíîñòè
ðåøåíèé ïðèâîäèò ê ïðàâèëó ÷åðåäîâàíèÿ çíàêîâ ïðè ýêñïîíåíòàõ.
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Êîììóòàòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà

Èç ôîðìóëû (23) ÿñíî, ÷òî êîíå÷íûé ðåçóëüòàò n-êðàòíîãî ÏÄ íå
çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå èñïîëüçóþòñÿ çàòðàâî÷íûå âîëíîâûå
ôóíêöèè ϕj0. Èõ ïåðåíóìåðàöèÿ ïðèâîäèò ëèøü ê ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ
â âðîíñêèàíå, ÷òî íå ìåíÿåò un. Ïðè ýòîì ïðîìåæóòî÷íûå ïîòåíöèàëû,
áóäóò, êîíå÷íî ðàçíûìè.

Ïóñòü Bi îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó�Áýêëóíäà ñ ïàðàìåòðîì αi.
Òîãäà, åñëè u0 è u1 ñâÿçàíû B1, à u1 è u2 ñâÿçàíû B2, òî íàéäåòñÿ åùå
ïîòåíöèàë ũ1, êîòîðûé ñâÿçàí ñ u0 è u2 ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñ
ïåðåñòàâëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ýòî ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè

B2B1 = B1B2

âûðàæàåòñÿ äèàãðàììîé Áüÿíêè

u0 u1

u
~

1 u2

α1

α2

α1

α2
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Çäåñü óäîáíî íåìíîãî ñìåíèòü îáîçíà÷åíèÿ, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü
ðàâíîïðàâèå êàæäîãî èç ïóòåé. Áóäåì òåïåðü îáîçíà÷àòü äåéñòâèå Bi
ïðèïèñûâàíèåì èíäåêñà i:

u
B1−→ u1

B2−→ u12
B3−→ u123

B4−→ u1234 . . . ,

òîãäà ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ, êàê ñîâïàäåíèå
ïåðåìåííûõ, îòëè÷àþùèõñÿ ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ: u12 = u21.

u u1

u2 u12

α1

α2

α1

α2

Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî äîêàçàòü è íå ïîëüçóÿñü âðîíñêèàííûìè
ôîðìóëàìè. Êðîìå òîãî, çàìå÷àòåëüíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ìåæäó ïåðåìåííûìè â âåðøèíàõ êâàäðàòà èìååòñÿ íåêàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñâÿçü. Â ïðèíöèïå, åå ìîæíî âûâåñòè ïðÿìî äëÿ
ïåðåìåííûõ u, u1, u2 è u12, íî â íèõ îíà âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî
(òàê êàê è ñàìî ÏÁ â ýòèõ ïåðåìåííûõ çàïèñûâàåòñÿ ñ êîðíåì).
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Óäîáíåå âñåãî ðàáîòàòü ñ ïåðåìåííîé v, ñâÿçàííîé ñ u ñîîòíîøåíèåì
u = 2vx. Äëÿ íåå ïðåîáðàçîâàíèå Bi îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (14); â
íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ,

Bi : vx + vi,x = (v − vi)2 + αi. (24)

Òåîðåìà 3. (Ôîðìóëà íåëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè). Ïóñòü ïåðåìåííàÿ v
ñâÿçàíà ñ vi ïðåîáðàçîâàíèåì Bi è ñ vj ïðåîáðàçîâàíèåì Bj , ïðè÷åì
αi 6= αj . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ vij , ñâÿçàííàÿ ñ vi
ïðåîáðàçîâàíèåì Bj è c vj ïðåîáðàçîâàíèåì Bi. Ýòà ïåðåìåííàÿ
îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç v, vi, vj èç óðàâíåíèÿ

(v − vij)(vi − vj) = αi − αj . (25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè ôóíêöèè v, vi è vj ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèÿìè

vx + vi,x = (v − vi)2 + αi, vx + vj,x = (v − vj)2 + αj ,

òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ vij òàêàÿ, ÷òî

vi,x + vij,x = (vi − vij)2 + αj , vj,x + vij,x = (vj − vij)2 + αi.
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Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ñëîæèòü ñ íóæíûìè çíàêàìè, òàê ÷òî âñå
ïðîèçâîäíûå ñîêðàòÿòñÿ:

(v − vi)2 + αi − (vi − vij)2 − αj = (v − vj)2 + αj − (vj − vij)2 − αi.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äà¼ò â òî÷íîñòè ñîîòíîøåíèå (25). Òàêèì
îáðàçîì, åñëè èñêîìàÿ ïåðåìåííàÿ vij ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííà è
íàõîäèòñÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ (äåëåíèå âîçìîæíî, òàê êàê åñëè vi = vj , òî
è αi = αj). Äàëåå, ñëåäóåò åùå ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåë¼ííàÿ òàêèì
îáðàçîì vij äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò äâóì ïîñëåäíèì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ýòî äåëàåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé;
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî â ñèëó äâóõ ïåðâûõ
óðàâíåíèé. �

Ïðèìåíåíèå ôîðóëû ñóïåðïîçèöèè äà¼ò áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ ñîëèòîííûõ ðåøåíèé, ÷åì âðîíñêèàíû, ïîñêîëüêó
âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé áîëüøîãî ïîðÿäêà � òðóäîåìêàÿ îïåðàöèÿ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñíà÷àëà äëÿ n = 2.
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Ïðèìåð. Ïîñòðîèì 2-ñîëèòîííîå ðåøåíèå. Ïóñòü v = 0. Ðåøàåì
óðàâíåíèå äëÿ vj , ïîëàãàÿ αj = −k2j , kj > 0:

vj,x = v2j − k2j .

Çàâèñèìîñòü îò t óòî÷íÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå vt = vxxx − 6v2x, â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ äâóõ òèïîâ

vj = −kj tanhXj èëè vj = −kj cothXj , Xj = kjx+ 4k3jx+ dj (26)

(ïðè äèôôåðåíöèðîâàíè tanh ïîëó÷àåòñÿ ñîëèòîí ÊäÔ, u = 2vx).

Òåïåðü èñïîëüçóåì ôîðìóëó ñóïåðïîçèöèè, ïðè÷åì âîçì¼ì ðåøåíèÿ
ðàçíûõ òèïîâ. Ýòî äàñò

vij = −αi − αj
vi − vj

=
k2j − k2i

ki tanhXi − kj cothXi
.

Òàê êàê | tanhx| < 1 è | cothx| > 1, òî çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íîëü
ïðè âûáîðå kj > ki > 0. Ýòî è äàåò, ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè,
2-ñîëèòîííîå ðåøåíèå ÊäÔ.
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Ñîëèòîííàÿ ëåñòíèöà

×òîáû ïîëó÷èòü n-ñîëèòîííîå ðåøåíèå, còàðòóåì ñ òðèâèàëüíîãî
ðåøåíèÿ v = 0 è n øòóê 1-êèíêîâûõ âèäà (26)

v1, v2, v2, . . . vn.

×òîáû êîíå÷íûé ðåçóëüòàò áûë áåç ïîëþñîâ, íóæíî ÷åðåäîâàòü tanh è
coth â çàâèñèìîñòè îò óïîðÿäî÷åíèÿ kj , íî íå áóäåì çà ýòèì ñëåäèòü. Íà
ïåðâîì øàãå ýòè ðåøåíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â 2-êèíêîâûå (n− 1 øòóêè)

v12, v23, v34, . . . vn−1,n

ïî ôîðìóëå (25). Çäåñü êàæäàÿ ïàðà ñîñåäåé èìååò îáùåãî ¾ïðåäêà¿,
ïîýòîìó ìîæíî îïÿòü ïðèìåíèòü (25). Ýòî äà¼ò n− 2 ðåøåíèÿ

v123, v234, . . . vn−2,n−1,n.

Îïÿòü, èíäåêñû ó ñîñåäåé îòëè÷àþòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì. Ïðîäîëæàåì
ïðîöåññ, ïîêà íå äîéäåì äî îäíîãî n-êèíêîâîãî ðåøåíèÿ

v1,2,...,n.
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Êàæäûé êâàäðàò � äèàãðàììà Áüÿíêè. Ïàðàìåòðû αj ïðèïèñàíû
ð¼áðàì ðåø¼òêè òàê, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíûì ð¼áðàì êâàäðàòà îòâå÷àåò
îäèí è òîò æå ïàðàìåòð.

0 0 0 0 0

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v1,2 v2,3 v3,4 v4,5 v5,6

v1,2,3,4,5,6

α1 α2 α3 α4 α5 α6

Âñåãî ôîðìóëà ñóïåðïîçèöèè ïðèìåíÿåòñÿ n(n− 1)/2 ðàç, ÷òî
äåéñòâèòåëüíî äà¼ò ñóùåñòâåííûé âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì
âû÷èñëåíèåì îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïîðÿäêà (n! îïåðàöèé).
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Äîìàøíåå çàäàíèå

8.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôîðìóëà (2) äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíûé
ïðåäåë èç öåïî÷êè Âîëüòåððû (1) â ÊäÔ.

8.2. Ïðîâåðüòå (ìîæíî íà êîìïüþòåðå (òîãäà è ãðàôèê ïîñòðîéòå)), ÷òî
ôóíêöèÿ

un(t) =
wn−2(t)wn+1(t)

wn−1(t)wn(t)
, wn(t) = 1 + kn exp((k − k−1)t+ d)

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì öåïî÷êè Âîëüòåððû.

Çàìå÷àíèå. Äàííîå ðåøåíèå èìååò âèä áåãóùåé âîëíû, òàê êàê wn ìîæíî
ïðåäñòàâèòü, ïðè k > 0, êàê wn = 1 + exp((k − k−1)t+ log(k)n+ d). Åñëè
èñêàòü òàêèå ðåøåíèÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé un(t) = y(an+ bt) â (1), òî íà
y âîçíèêàåò íå ÎÄÓ, à ÄÓ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì, êîòîðîå íå
î÷åíü-òî ÿñíî, êàê ðåøàòü. Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá äà¼ò ñòàöèîíàðíîå
óðàâíåíèå äëÿ ñóììû ïîòîêîâ (1) è (3)

un(un+1(un+2+un+1+un)−un−1(un+un−1+un−2))+aun(un+1−un−1) = 0.
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Ïîðÿäîê ýòîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî ïîíèçèòü äî âòîðîãî (òî
åñòü, íà òð¼õ ñîñåäíèõ óçëàõ). Â ðåçóëüòàòå (1) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå èç
äâóõ ÎÄÓ.

8.3. Öåïî÷êà Òîäû èìååò âèä

qn,xx = eqn+1−qn − eqn−qn−1 . (27)

Ïðîâåðüòå, ÷òî îíà îáëàäàåò ñèììåòðèåé

qn,t = q2n,x + eqn+1−qn + eqn−qn−1 ,

òî åñòü, âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (qn,xx)t = (qn,t)xx. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñèëó
ýòèõ äâóõ öåïî÷åê ïåðåìåííûå u = eqn è v = e−qn−1 óäîâëåòâîðÿþò
íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà

ut = uxx + 2u2v, −vt = vxx + 2uv2.

Ïåðåïèøèòå ñäâèã (qn−1, qn) 7→ (qn, qn+1) â öåïî÷êå Òîäû êàê
ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà (u, v) 7→ (ũ, ṽ) äëÿ ýòîé ñèñòåìû.
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8.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôîðìóëû îïðåäåëÿþò ñâÿçü ìåæäó
öåïî÷êîé Âîëüòåððû

un,x = un(un+1 − un−1)

(ïî ñðàâíåíèþ ñ (1), çäåñü ïðîñòî çàìåíèëè t íà x) è öåïî÷êîé Òîäû (27):

u2n+1 + u2n+2 = yn = qn,x, u2nu2n+1 = zn = eqn−qn−1 .

Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ïðîìåæóòî÷íûå
ïåðåìåííûå yn, zn.

Çàìå÷àíèå. Â äàííîì ïðèìåðå ïðåîáðàçîâàíèå óñòðîåíî ïî ñõåìå
u→ (y, z)← q, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâèå ìåæäó u è q íåÿâíîå â îáå ñòîðîíû.
Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ òîæå íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèÿìè Áýêëóíäà, òî
åñòü, ÏÁ ìîæåò áûòü è ìåæäó ðàçíûìè óðàâíåíèÿìè, íå îáÿçàòåëüíî
ìåæäó îäèíàêîâûìè.
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