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Ñâîéñòâà äàííûõ ðàññåÿíèÿ (ïîâòîðåíèå)

ψxx = (u(x)− λ)ψ, λ = k2

Ôóíêöèè Éîñòà:

x→ −∞ x→ +∞

ϕ1 = e−ikx + o(1) ψ2 = eikx + o(1) Im k ≥ 0

ϕ2 = eikx + o(1) ψ1 = e−ikx + o(1) Im k ≤ 0

Ñâîéñòâà ñèììåòðèè:

ϕ1(x, k) = ϕ2(x,−k), ψ1(x, k) = ψ2(x,−k),

ϕ1(x, k)∗ = ϕ2(x, k∗), ψ1(x, k)∗ = ψ2(x, k∗),

ϕi(x, k)∗ = ϕi(x,−k∗), ψi(x, k)∗ = ψi(x,−k∗).

Íà ìíèìîé ïîëóîñè

ϕ1(x, iz), ψ2(x, iz) ∈ R, z > 0.
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Äàííûå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà: ôóíêöèè a(k), b(k) ∈ C òàêèå, ÷òî

ϕ1 = a(k)ψ1 + b(k)ψ2, k ∈ R.

Äàííûå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà: ñàì äèñêðåòíûé ñïåêòð λj = −κ2j , ãäå

κ1 > κ2 > · · · > κn > 0

è ÷èñëà c1, . . . , cn òàêèå, ÷òî ϕ1(x, iκj) = cjψ2(x, iκj).

Ñâîéñòâà:

1) a(k)∗ = a(−k), b(k)∗ = b(−k), k ∈ R;

2) |a(k)|2 − |b(k)|2 = 1, k ∈ R;

3) âûðàæåíèÿ äëÿ a(k), b(k) ÷åðåç âðîíñêèàíû îò ôóíêöèé Éîñòà:

a(k) =
W (ϕ1, ψ2)

2ik
, b(k) = −W (ϕ1, ψ1)

2ik
, k ∈ R, k 6= 0;

4) a(k) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, ïðè÷åì

a(k)∗ = a(−k∗), Im k ≥ 0;
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5) èíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ a(k), b(k):

a(k) = 1− 1

2ik

∫
R
eikxu(x)ϕ1(x, k) dx,

b(k) =
1

2ik

∫
R
e−ikxu(x)ϕ1(x, k) dx;

6) añèìïòîòèêà ïî k:

a(k) = 1 +O(k−1), |k| → ∞, Im k ≥ 0,

b(k) = O(k−1), |k| → ∞, k ∈ R;

7) íóëè a(k) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñîâïàäàþò ñ iκj , j = 1, . . . , n;

8) cj ∈ R, ïðè÷¼ì

c1 > 0, c2 < 0, . . . , sign cn = (−1)n+1.
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Çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò t

Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîòåíöèàë u = u(x) çàâèñèò ëèøü îò x.

Åñëè äàíî íåêîòîðîå 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïîòåíöèàëîâ u(x, t), òî
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ìîæíî ïîâòîðèòü âû÷èñëåíèå ôóíêöèé
Éîñòà è äàëåå ïî íèì îïðåäåëèòü äàííûå ðàññåÿíèÿ. Åñòåñòâåííî, âñ¼ ýòî
òåïåðü òîæå áóäåò çàâèñåòü îò t:

ϕ1,2 = ϕ1,2(x, t, k), ψ1,2 = ψ1,2(x, t, k),

a = a(k, t), b = b(k, t), κj = κj(t), cj = cj(t).

Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî óðàâíåíèÿ ÊäÔ: äëÿ åãî (áûñòðîóáûâàþùèõ)
ðåøåíèé u(x, t) çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò t î÷åíü ïðîñòàÿ. Ïóñòü
èñõîäíûé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå äàííîå äëÿ çàäà÷è Êîøè:

ut = uxxx − 6uux, u(x, 0) = u(x),

è ïóñòü äàííûå ðàññåÿíèÿ ïðè t = 0 èçâåñòíû. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ïðè
âñåõ t îíè îïðåäåëÿþòñÿ ÿâíûìè ôîðìóëàìè � ïåðåñ÷¼ò ôóíêöèé Éîñòà
íå íóæåí.
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Ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ÊäÔ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè äëÿ

ψxx = (u− k2)ψ, ψt = uxψ − (4k2 + 2u)ψx, (1)

â ðåçóëüòàòå, äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé îïðåäåëåíà îáùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà ðåøåíèé.

Íàïîìíèì (ñì. ëåêöèþ 3 ïðî ïîòåíöèàëû Áàðãìàííà, Ëåììà 1 è Óòâ. 2),
÷òî âðîíñêèàí ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé ïîñòîÿíåí:

w = W (ψ, ψ̃) = ψψ̃x − ψxψ̃ ⇒ wx = wt = 0, (2)

êàê è îòíîøåíèå ðåøåíèé â íóëÿõ âðîíñêèàíà:

c = ψ̃(k0)/ψ(k0), w(k0) = 0 ⇒ cx = ct = 0. (3)

Îäíàêî, ýòè ñâîéñòâà íåëüçÿ ïðèìåíèòü íåïîñðåäñòâåííî ê ôóíêöèÿì
Éîñòà, òàê êàê îíè íå óäîâëåòâîðÿþò ïàðå (1). Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå
ñîâìåñòíîå ðåøåíèå (1) ïðè |x| → ∞ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ψ ∼ αei(kx−4k
3t) + βe−i(kx−4k

3t),

a ó ôóíêöèé Éîñòà àñèìïòîòèêà, ïî îïðåäåëåíèþ, íå çàâèñèò îò t.
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Ôóíêöèè Éîñòà íóæíî íåìíîãî ïîäïðàâèòü. Íàïîìíèì, ÷òî îíè
ôèêñèðóþòñÿ àñèìïòîòèêîé

ϕ1 ∼ e−ikx, ϕ2 ∼ eikx, x→ −∞,
ψ1 ∼ e−ikx, ϕ2 ∼ eikx, x→ +∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ϕ1 = e−4ik
3tϕ̃1, ϕ2 = e4ik

3tϕ̃2,

ψ1 = e−4ik
3tψ̃1, ψ2 = e4ik

3tψ̃2,

ãäå ôóíêöèè ñ òèëüäîé óäîâëåòâîðÿþò ïàðå (1).

Òåîðåìà 1. Ïðè ýâîëþöèè ïîòåíöèàëà â ñèëó ÊäÔ, äàííûå ðàññåÿíèÿ
ìåíÿþòñÿ òàê:

a(k, t) = a(k, 0), b(k, t) = e−8ik
3tb(k, 0),

κj(t) = κj(0), cj(t) = e−8κ
3
j tcj(0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ a ÷åðåç âðîíñêèàíû
îò ôóíêöèé Éîñòà:

a(k, t) =
1

2ik
W (ϕ1, ψ2)

=
1

2ik
W (ϕ̃1(x, t, k), ψ̃2(x, t, k))

(2)
=

1

2ik
W (ϕ̃1(x, 0, k), ψ̃2(x, 0, k))

= a(k, 0);

àíàëîãè÷íî äëÿ b, íî òåïåðü ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíò ñêëàäûâàþòñÿ:

b(k, t) = − 1

2ik
W (ϕ1, ψ1)

= − 1

2ik
e−8ik

3tW (ϕ̃1(x, t, k), ψ̃2(x, t, k))

(2)
= − 1

2ik
e−8ik

3tW (ϕ̃1(x, 0, k), ψ̃2(x, 0, k))

= e−8ik
3tb(k, 0).
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Òàê êàê iκj ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè a(k) â ïîëóïëîñêîñòè Im k > 0, è ýòà
ôóíêöèÿ îò t íå çàâèñèò, òî è κj íå çàâèñÿò îò t.

Íàêîíåö, cj îïðåäåëÿþòñÿ, êàê îòíîøåíèÿ ôóíêöèé Éîñòà â òî÷êå
k = iκj :

cj(t) =
ϕ1(x, t, iκj)

ψ2(x, t, iκj)
= e−8i(iκj)

3t ϕ̃1(x, t, iκj)

ψ̃2(x, t, iκj)

(3)
= e−8κ

3
j t
ϕ̃1(x, 0, iκj)

ψ̃2(x, 0, iκj)
= e−8κ

3
j tcj(0). �

Èòàê, ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå ïîòåíöèàëó u(x) ôóíêöèè a(k), b(k) è
÷èñëà κj è cj , è óñòàíîâèëè, êàê îíè çàâèñÿò îò t, åñëè u ýâîëþöèîíèðóåò
â ñèëó ÊäÔ.

Îêàçûâàåòñÿ, ýòè äàííûå ñîäåðæàò äîñòàòî÷íî èíôîðìàöèè, ÷òîáû
âîññòàíîâèòü ïî íèì ïîòåíöèàë u(x, t).

Îäíàêî, ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ýòîìó, ðàçáåðåìñÿ ñ âîïðîñîì î
íåçàâèñèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ.
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Âûðàæåíèå a(k), b(k) ÷åðåç r(k)

Íàáîð ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ íåìíîãî èçáûòî÷åí:

� äèñêðåòíûé ñïåêòð ñîâïàäàåò ñ íóëÿìè ïðîäîëæåíèÿ a(k);

� ôóíêöèè a è b ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì |a|2 − |b|2 = 1.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âìåñòî a è b äîñòàòî÷íî çàäàòü îäíó ôóíêöèþ,
êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ

r(k) = b(k)/a(k) ïðè k ∈ R,

îáå ôóíêöèè ïî íåé âîññòàíàâëèâàþòñÿ.

×òîáû ïîêàçàòü ýòî, íàì ïîíàäîáÿòñÿ ôîðìóëû Ñîõîöêîãî äëÿ
èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè.

Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðàë Êîøè

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ) dζ

ζ − z

âûðàæàåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(z), àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D è
íåïðåðûâíîé â D̄ ÷åðåç åå çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå C = ∂D.
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Èíòåãðàëîì òèïà Êîøè íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

F (z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ) dζ

ζ − z
,

ãäå C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòàÿ), à f(ζ) �
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà íåé (äîïóñêàåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ñ
èíòåãðèðóåìûì ðàçðûâîì). Ïðè ýòîì çíà÷åíèå èíòåãðàëà F (z) åñòü
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âíå C.

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. íàïð. [Ëàâðåíòüåâ-Øàáàò,
Ìåòîäû ÒÔÊÏ], âìåñòî R ìîæåò áûòü è äðóãîé êîíòóð).

Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî. Äëÿ ôóíêöèè f(s), íåïðåðûâíîé ïðè s ∈ R,
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ïðè ñòðåìëåíèè ê
âåùåñòâåííîé îñè ñâåðõó èëè ñíèçó ðàâíû

F±(k) =
1

2πi

∫
R

f(s) ds

s− (k ± i0)
=

1

2πi
v.p.

∫
R

f(s) ds

s− k
± f(k)

2
. (4)

Èíòåãðàë ñïðàâà íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ãèëüáåðòà. Îí ïîíèìàåòñÿ
â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (òî åñòü, êàê ïðåäåë ïî îòðåçêàì,
ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî îñîáîé òî÷êè s = k).
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Â ÷àñòíîñòè, èç (4) ñëåäóåò òîæäåñòâî Êðàìåðñà�Êðîíèãà: ïóñòü f(k)
àíàëèòè÷íà ïðè Im k ≥ 0 è f → 0 ïðè |k| → ∞. Òîãäà

f(k) =
1

πi
v.p.

∫
R

f(s) ds

s− k
, k ∈ R. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Êîøè, èíòåãðàë ñ k + i0 â ëåâîé ÷àñòè
(4) ðàâåí f(k). �

Ðàâíîñèëüíî, (5) ìîæíî çàïèñàòü, êàê óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà R ìåæäó
âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè f = u+ iv:

u(k) =
1

π
v.p.

∫
R

v(s) ds

s− k
, v(k) = − 1

π
v.p.

∫
R

u(s) ds

s− k
, k ∈ R.

Ìíèìàÿ ÷àñòü � ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà îò âåùåñòâåííîé è íàîáîðîò.

Çàìå÷àíèå. Ïðèëîæåíèÿ â îïòèêå: ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ è
ïîãëîùåíèÿ â äàííîé ñðåäå îïðåäåëÿþòñÿ êàê äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ
÷àñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (êàê ôóíêöèè îò ÷àñòîòû).
Ñîîòâåòñòâåííî, îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè Êðàìåðñà�Êðîíèãà.

Ïðèìåíèì ýòè òîæäåñòâà ê log a(k), òîëüêî íóæíî ïîãàñèòü íóëè â
òî÷êàõ k = iκj , ÷òîáû ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðè Im k > 0.
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Óòâåðæäåíèå 2. Ïðè k ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

a(k) =
1√

1− |r(k)|2

n∏
j=1

k − iκj
k + iκj

exp

(
i

2π
v.p.

∫
R

log(1− |r(s)|2) ds

s− k

)
,

b(k) = r(k)a(k).

(6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

|a|2 − |b|2 = |a|2(1− |r|2) = 1 ⇒ |a| = 1√
1− |r(k)|2

.

Ìîäóëü a íàøëè. Íóæíî âîññòàíîâèòü àðãóìåíò. Êàê èçâåñòíî,

a = |a|ei arg a ⇔ log a = log |a|+ i arg a,

òî åñòü, ëîãàðèôì ìîäóëÿ è àðãóìåíò � ýòî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ
÷àñòè log a. Ïîëîæèì

f(k) = log

(
a(k)

(k + iκ1) · · · (k + iκn)

(k − iκ1) · · · (k − iκn)

)
.

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 7 · 20 ìàðòà 2023 14 / 23



Ýòî ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ ïðè Im k > 0, ïðè÷åì ðàöèîíàëüíûé
ìíîæèòåëü ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî åñòü èìååò âèä eiα è
ëîãàðèôì îò íåãî ÷èñòî ìíèìûé. Ïðèìåíèì òîæäåñòâî (5). Èìååì

f(k) = log |a(k)|+ i arg a(k) +

n∑
j=1

log
k + iκj
k − iκj

=
1

πi
v.p.

∫
R

f(s) ds

s− k
=

1

πi
v.p.

∫
R

Re f(s) + i Im f(s) ds

s− k
.

îòêóäà ñëåäóåò

i arg a(k) +

n∑
j=1

log
k + iκj
k − iκj

=
1

πi
v.p.

∫
R

log |a|
s− k

ds.

Òîãäà

a = |a|ei arg a = |a|
n∏
j=1

k − iκj
k + iκj

exp

(
1

πi
v.p.

∫
R

log |a|
s− k

ds

)
è îñòàåòñÿ òîëüêî çàìåíèòü |a| = (1− |r|2)−1/2. �
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Ôîðìóëà (6) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ a(k), àíàëèòè÷åñêóþ ïðè Im k > 0, ïî
êîìïëåêñíîçíà÷íîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè r(k), çàäàííîé ïðè k ∈ R, è ïî
÷èñëàì κj > 0. Ïðè ýòîì r(k) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñâîéñòâàì

r(k)∗ = r(−k), k ∈ R, |r| < 1, r(k) = O(k−1), k → ±∞.

Íåçàâèñèìûå ñïåêòðàëüíûå äàííûå ñîñòîÿò èç ôóíêöèè r(k),
óäîâëåòâîðÿþùåé ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì, ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë
κ1 > · · · > κn > 0 è cj òàêèõ, ÷òî sign cj = (−1)j+1.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íåò è ÷òî äàííûå ïîëíûå, òî
åñòü, ïî ëþáîìó òàêîìó íàáîðó äåéñòâèòåëüíî îäíîçíà÷íî
âîññòàíàâëèâàåòñÿ íåêîòîðûé áûñòðîóáûâàþùèé ïîòåíöèàë.

Ïîêàæåì, êàê ýòà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì (íî íå áóäåì àíàëèçèðîâàòü, âñå ëè òàì êîððåêòíî).

Ïðî çàâèñèìîñòü îò t îïÿòü ìîæíî çàáûòü: âñå âû÷èñëåíèÿ äåëàþòñÿ ïðè
ôèêñèðîâàííîì t.
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à

Âîññòàíîâëåíèå u(x) ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ òàêæå ñâîäèòñÿ ê
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Åñòü äâà ñïîñîáà � óðàâíåíèå Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà�Ìàð÷åíêî è ñèñòåìà
ñèíãóëÿðíûõ ÈÓ. Ìû èñïîëüçóåì âòîðîé, îí íåìíîãî ïðîùå (õîòÿ
ñèñòåìà âûãëÿäèò áîëåå ãðîìîçäêîé).

Èñïîëüçóåì íàøå îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå

ϕ1(x, k) = a(k)ψ1(x, k) + b(k)ψ1(x, k)∗, k ∈ R.

Êîýôôèöèåíòû a(k), b(k) ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Ñäåëàåì
ïåðåîáîçíà÷åíèå:

Φ(x, k) =

 Φ+ =
eikx

a(k)
ϕ1(x, k), Im k > 0,

Φ− = eikxψ1(x, k), Im k < 0.
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Äëÿ ôóíêöèè Φ âûïîëíÿþòñÿ òàêèå ñâîéñòâà:

Φ ∼ 1 +O(1/|k|), |k| → ∞,

Φ = Φ− àíàëèòè÷íà ïðè Im k < 0,

Φ = Φ+ ìåðîìîðôíà ïðè Im k > 0, ñ ïîëþñàìè â k = iκj ,

âûïîëíåíî óñëîâèå ðàçðûâà íà âåùåñòâåííîé îñè

Φ+ = Φ− + r(k)e2ikxΦ∗−, k ∈ R.

Îòñþäà íóæíî îïðåäåëèòü Φ (çàäà÷à Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà). Äîïóñòèì, ìû
ýòî ñäåëàëè, òîãäà u(x) ìîæíî âîññòàíîâèòü, íàïðèìåð, èç ðàçëîæåíèÿ

Φ− = 1 +
1

2ik

∫ ∞
x

u(y) dy + o(k−1)

(êîòîðîå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ψ1,xx = (u− k2)ψ1 äëÿ
ψ1 = e−ikxΦ−).
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Ñëó÷àé áåç äèñêðåòíîãî ñïåêòðà

Ðàçáåðåì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà a(k) íå èìååò íóëåé ïðè Im(k) > 0 (òî
åñòü, íàáîð κj ïóñò è ôóíêöèÿ Φ àíàëèòè÷íà â îáåèõ ïîëóïëîñêîñòÿõ).

D+

γ+

D-

γ-

Re k

Im kÐàññìîòðèì êîíòóð γ = γ+ + γ−. Èìååì, ïî
ôîðìóëå Êîøè

1

2πi

∫
γ

Φ(x, s)− 1

s− k
ds =

{
Φ(x, k)− 1, k ∈ D+ ∪D−,

0, èíà÷å.

Èíòåãðàëû ïî äóãàì ñòðåìÿòñÿ ê 0, êîãäà èõ
ðàäèóñ R→∞ (òàê êàê Φ(k) = 1 +O(1/|k|)).

Â ïðåäåëå, ïîëó÷àåì

Φ(x, k)− 1 =
1

2πi

∫
R

Φ+(x, s)− Φ−(x, s)

s− k
ds ⇒

Φ(x, k) = 1 +
1

2πi

∫
R

r(s)e2isxΦ∗−(x, s)

s− k
ds.
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Ïðè Im k < 0 ïîëó÷àåì çàìêíóòîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ
Φ−(x, k)

Φ−(x, k) = 1 +
1

2πi

∫
R

r(s)e2isxΦ∗−(x, s)

s− k
ds, (7)

÷òî è ìîæíî ñ÷èòàòü îòâåòîì.

×òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ u, ðàçëîæèì (7) ïî 1/k:

Φ−(x, k) = 1 +
1

2ik

∫ ∞
x

u(y) dy + o(k−1)

= 1 +
1

2πi

∫
R

r(s)e2isxΦ∗−(x, s)

−k

(
1 +

s

k
+
s2

k2
+ . . .

)
ds

è äèôôåðåíöèðóÿ ïî x êîýôôèöèåíò ïðè k−1 ïîëó÷àåì

u(x) =
1

π
∂x

∫
R
r(s)e2isxΦ∗−(x, s) ds.
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Ñëó÷àé ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì

Ñëó÷àé, êîãäà åñòü äèñêðåòíûé ñïåêòð � áîëåå ãðîìîçäêèé. Íóæíî
îáîéòè ïîëþñà Φ+.

D+

γ+

D-

γ-

Re k

Im k

Êàê è ðàíüøå, ïî ôîðìóëå Êîøè

1

2πi

∫
γ

Φ(x, s)− 1

s− k
ds =

{
Φ(x, k)− 1, k ∈ D+ ∪D−,

0, èíà÷å.

Èíòåãðàë âîêðóã ïîëþñà â òî÷êå iκ îáõîäèòñÿ â
îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Îí ðàâåí

− 1

2πi

∮
f(s)

s− k
ds = − res

s=iκ

f(s)

s− k
=

res
k=iκ

f(k)

k − iκ
.

Ïðè Im k < 0 ïîëó÷àåì, âìåñòî (7)

Φ−(x, k) = 1 +
n∑
j=1

Γj(x)

k − iκj
+

1

2πi

∫
R

r(s)e2isxΦ∗−(x, s)

s− k
ds, (8)

ãäå Γj(x) = res
k=iκj

Φ(x, k) � äîïîëíèòåëüíûå íåèçâåñòíûå.
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Êàê è ðàíüøå, ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà Φ−(x, k), íî ñ ëèøíèìè Γj .

×òîáû ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó, íóæíî ñâÿçàòü Γj ñ Φ−(x, k). Ýòî
íåòðóäíî. Èìååì

Γj(x) = res
k=iκj

Φ(x, k) = res
k=iκj

Φ+(x, k)

= res
k=iκj

eikxϕ1(x, k)

a(k)
=
e−κjxϕ1(x, iκj)

a′(iκj)
;

òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî

ϕ1(x, iκj) = cjψ2(x, iκj) = cjψ1(x,−iκj)

a òàêæå, ÷òî
Φ−(x, k) = eikxψ1(x, k), Im k < 0.

Òîãäà

Γj(x) =
cje
−2κjx

a′(iκj)
Φ−(x,−ikj).
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Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ Γm âìåñòî Φ− âûðàæåíèå èç (8), ïîëó÷àåì
äîïîëíèòåëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðè m = 1, . . . , n:

Γm(x) =
cme

−2κmx

a′(iκm)

1 + i

n∑
j=1

Γj(x)

κj + κm
+

1

2πi

∫
R

r(s)e2isxΦ∗−(x, s)

s+ iκm
ds

 . (9)

Óðàâíåíèÿ (8) è (9) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó ñìåøàííûõ óðàâíåíèé
� àëãåáðàè÷åñêèõ è èíòåãðàëüíûõ. Ìîæíî ñíà÷àëà ðåøèòü (9) è
âûðàçèòü Γj ÷åðåç èíòåãðàëû îò Φ−. Ïîòîì ïîäñòàâèòü èõ â (8) è
ïîëó÷èòü ÈÓ íà Φ−, íî ñ áîëåå ñëîæíûì ÿäðîì.

Êàê è ðàíüøå, u(x) âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) ïî
1/k:

u(x) = ∂x

−2i

n∑
j=1

Γj(x) +
1

π

∫
R
r(s)e2isxΦ∗−(x, s) ds

 .

Â ñëó÷àå r = 0 (áåçîòðàæàòåëüíûé ïîòåíöèàë) çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà Γj è ìû âíîâü ïðèõîäèì ê
ìíîãîñîëèòîííûì ðåøåíèÿì.
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