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Èåðàðõèÿ ÊäÔ

Âñïîìíèì âûâîä ÊäÔ (ëåêöèÿ 2) èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé

ψxx = (u− λ)ψ, ψt = bψ + 2aψx. (1)

Â óðàâíåíèè (ψxx)t = (ψt)xx èñêëþ÷àåì ψxx, ψxxx è ïðèðàâíèâàåì
êîýôôèöèåíòû ïðè ψ è ψx.

Îäíî èç óðàâíåíèé äà¼ò bx = −axx. Ìîæíî ïðèíÿòü b = −ax áåç ïîòåðè
îáùíîñòè.

Âòîðîå óðàâíåíèå äà¼ò

ut = −axxx + 4(u− λ)ax + 2uxa, (2)

è ïðè âûáîðå a = −2λ− u ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ÊäÔ

ut = uxxx − 6uux.

Îäíàêî, ýòî íå åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü. Ïóñòü a � ìíîãî÷ëåí ïî λ
(óäîáíî åãî çàïèñûâàòü ïî ñòåïåíÿì −4λ):

a = −a0(−4λ)n − a1(−4λ)n−1 − · · · − an. (3)
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Ïîäñòàâèì ýòî â (2) è ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû:

(−4λ)n+1 : a0,x = 0
(−4λ)n : a1,x = a0,xxx − 4ua0,x − 2uxa0
(−4λ)n−1 : a2,x = a1,xxx − 4ua1,x − 2uxa1
. . . : . . .

(−4λ)1 : an,x = an−1,xxx − 4uan−1,x − 2uxan−1

1 : ut = an,xxx − 4uan,x − 2uxan.

Ïîëó÷àþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ a0, . . . , an,
à ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå íà u.

Ïîëîæèì a0 = −1/2, áóäåì ïðåíåáðåãàòü êîíñòàíòàìè èíòåãðèðîâàíèÿ è
îáîçíà÷èì uj = ∂jx(u). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

a1,x = u1 ⇒ a1 = u;

a2,x = a1,xxx − 4ua1,x − 2uxa1 = u3 − 6uu1 ⇒ a2 = u2 − 3u2;

a3,x = a2,xxx − 4ua2,x − 2uxa2 = u5 − 10uu3 − 20u1u2 + 30u2u1 ⇒
a3 = u4 − 10uu2 − 5u21 + 10u3

è òàê äàëåå.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, a2, . . . ñòðîèòñÿ ïî îäíèì è òåì æå ôîðìóëàì
ïðè âñåõ n: îò n çàâèñèò ëèøü, â êàêîì ìåñòå îíà îáðûâàåòñÿ.

Åñòåñòâåííî, äëÿ ðàçíûõ n ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå óðàâíåíèÿ äëÿ u.
Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìÿ ÷åðåç tn:

utn = gn = an,xxx − 4uan,x − 2uxan = an+1,x. (4)

Âîçíèêàåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé (uj = ∂jx(u))

ut1 = u1

ut2 = u3 − 6uu1

ut3 = (u4 − 10uu2 − 5u21 + 10u3)x

ut4 = (u6 − 14uu4 − 28u1u3 − 21u22 + 70u2u2 + 70uu21 − 35u4)x

ut5 = (u8 − 18uu6 − 54u1u5 − 114u2u4 − 69u23 + 126u2u4

+ 504uu1u3 + 378uu22 + 462u21u2 − 420u3u2 − 630u2u21 + 126u5)x

. . . . . . . . .

Ïåðâîå óðàâíåíèå � êëàññè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ ñäâèãà ïî x, âòîðîå � ñàìî
óðàâíåíèå ÊäÔ, ñëåäóþùèå íàçûâàþòñÿ âûñøèìè óðàâíåíèÿìè ÊäÔ.
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Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (4) òðåáóþò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x. Ìû
ïðîâåðèëè, íà ïåðâûõ íåñêîëüêèõ øàãàõ, ÷òî aj (à ñëåäîâàòåëüíî è gj)
íàõîäÿòñÿ â çàìêíóòîì âèäå, êàê ìíîãî÷ëåíû îò un, íî íå î÷åâèäíî, ÷òî
ýòî ìîæíî ïðîäîëæàòü íåîãðàíè÷åííî. ×óòü ïîçæå ìû ýòî îáîñíóåì.

Åñëè ñîõðàíÿòü êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, òî ïîëó÷àåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîòîêîâ ∂tn :

uτ = α1utn + α2utn−1 + · · ·+ αnut1 . (5)

Òàêèì îáðàçîì, ïîòîêè ∂tn èãðàþò ðîëü áàçèñà â áåñêîíå÷íîìåðíîì
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ èåðàðõèåé óðàâíåíèÿ ÊäÔ.

Ýòîò áàçèñ âûäåëåí ëèøü ñâîéñòâîì îäíîðîäíîñòè: ïðàâûå ÷àñòè �
îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû îòíîñèòåëüíî âåñà

w(u) = 2, w(∂x) = 1 ⇒ w(un) = 2 + n.

Ýòî ëåãêî óâèäåòü ïðÿìî èç (4). Êàæäîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
óâåëè÷èâàåò âåñ íà 1, à óìíîæåíèå íà u � íà 2, ïîýòîìó åñëè an �
îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí âåñà m, òî gn = an,xxx − 4uan,x − 2uxan �
îäíîðîäíûé âåñà m+ 3; òîãäà an+1 = ∂−1

x (gn) � îäíîðîäíûé âåñà m+ 2.
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Îïåðàòîð ðåêóðñèè

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ óäîáíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîì âèäå. Ïóñòü

K = D3 − 4uD − 2ux, D = ∂x,

òîãäà
gn = D(an+1) = K(an), n = 0, 1, 2, . . . , a0 = const .

Î÷åâèäíî, ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê

an+1 = D−1K(an),

ãäå D−1 � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x. Àíàëîãè÷íî, ìîæíî íàïèñàòü
óðàâíåíèå äëÿ gn: òàê êàê an = D−1(gn−1), òî

gn = KD−1(gn−1) = R(gn−1), R = D2 − 4u− 2uxD
−1. (6)

Îïåðàòîð R íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðåêóðñèè. Âûñøèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ
ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê

utn = Rn−1(ux).
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Ëîêàëüíîñòü âûñøèõ óðàâíåíèé ÊäÔ

Ïåðåõîä îò aj ê aj+1 âêëþ÷àåò â ñåáÿ èíòåãðèðîâàíèå. Äîêàæåì, ÷òî îíî
íå âûâîäèò çà ïðåäåëû äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Îêàçûâàåòñÿ,
èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî ïðîâåñòè ñðàçó äëÿ âñåõ aj . Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

A = −a0 − a1/(−4λ)− a2/(−4λ)2 − · · · − an/(−4λ)n − . . . ,

òî åñòü, äåëèì ìíîãî÷ëåí (3) íà (−4λ)n è óñòðåìëÿåì n ê áåñêîíå÷íîñòè.
Â ðåçóëüòàòå, â óðàâíåíèè (2) ïðîïàäàåò ñâîáîäíûé ÷ëåí ut è äëÿ A
ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

− 4λAx = Axxx − 4uAx − 2uxA ⇔ −4λAx = K(A). (7)

Îíî äîïóñêàåò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü 2A:

−8λAAx = 2AAxxx − 8uAAx − 4uxA
2 ⇒

− 4λA2 = 2AAxx −A2
x − 4uA2 + c, (8)

ãäå c = −4a20λ+ c0 + c1/(−4λ) + c2/(−4λ)2 + . . . � ïîñòîÿííàÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Åñëè ðàñïèñàòü óðàâíåíèå (8) ïî ñòåïåíÿì −4λ, òî ïîëó÷èòñÿ

−a0an+1 − · · · − an+1a0 = 2(a0an,xx + · · ·+ a0,xxan)

− (a0,xan,x + · · ·+ an,xa0,x)

− 4u(a0an + · · ·+ ana0) + cn.

Òàê êàê a0 = −1/2, ýòî äà¼ò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ an+1 ÷åðåç âñå
ïðåäûäóùèå aj . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå an äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè îò u.

Çàìå÷àíèå. Åñòü è äðóãîé, ¾áîëåå íàó÷íûé¿ ñïîñîá âûâîäà
ñîîòíîøåíèÿ (8). Îí ïîëåçåí äëÿ áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷, ãäå
èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü íåî÷åâèäåí. Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå
íóëåâîé êðèâèçíû

Ut − Vx = [V,U ], (9)

âûâåäåííîå íà ëåêöèè 2:

U =

(
0 1

u− λ 0

)
, V =

(
−ax 2a

−axx + 2a(u− λ) ax

)
,

ãäå a � ìíîãî÷ëåí ïî (−4λ) (3).
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Ðàçäåëèì óðàâíåíèå (9) íà (−4λ)n è óñòðåìèì n ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè
ýòîì ìàòðèöà V ïåðåéäåò â ìàòðèöó

M =

(
−Ax 2A

−Axx + 2A(u− λ) Ax

)
,

à óðàâíåíèå (9) ïðåâðàòèòñÿ â óðàâíåíèå Ëàêñà

Mx = [U,M ].

Èç òîæäåñòâà Ëèóâèëëÿ

(log detM)x = tr(MxM
−1)

(êñòàòè, ìû åãî óæå èñïîëüçîâàëè íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè) ñëåäóåò

(log detM)x = tr([U,M ]M−1) = trU − trMUM−1 = 0,

òî åñòü,
detM = 2AAxx −A2

x − 4(u− λ)A2 = −c = const,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (8).
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Íåìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû

Ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî âûñøèõ óðàâíåíèé ÊäÔ � ýòî òî, ÷òî îíè
ÿâëÿþòñÿ îáîáù¼ííûìè ñèììåòðèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÊäÔ, à òàêæå
äðóã äëÿ äðóãà. Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ýòî îçíà÷àåò èõ ñîâìåñòíîñòü, òî åñòü,
ðàâåíñòâî ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ:

(utn)tm = (utm)tn ,

ãäå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â ñèëó óðàâíåíèé utn = gn. ×òîáû ïîíÿòü,
÷òî ýòî îçíà÷àåò, íåîáõîäèìî íåìíîãî ôîðìàëèçîâàòü íàøè âû÷èñëåíèÿ.
Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü F � ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé îò x è êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ uj , j ≥ 0.

Ïåðåìåííûå uj èìåþò, êàê è ðàíüøå, ñìûñë ïðîèçâîäíûõ ∂
j
x(u), íî òåïåðü

ìû áóäåì ñ÷èòàòü èõ íåçàâèñèìûìè äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, òî
åñòü, ∂x íà íèõ äåéñòâóåò òðèâèàëüíî, ∂x(uj) = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷òîáû
êîððåêòíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî x ôóíêöèè èç F , ñîãëàñíî ïðàâèëó
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò ñëîæíîé ôóíêöèè, íåîáõîäèìî óäëèíèòü ∂x.
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Îïåðàòîðîì ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî x (â F) íàçûâàåòñÿ
áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïîëå

D = Dx = ∂x + u1∂0 + u2∂1 + · · ·+ uj+1∂j + . . . , ∂j :=
∂

∂uj
.

Áåñêîíå÷íàÿ ñóììà ïîíèìàåòñÿ â ôîðìàëüíîì ñìûñëå. Ïðè äåéñòâèè íà
f ∈ F âñåãäà îñòà¼òñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

Äàëåå, ïóñòü äàíî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå

ut = f(x, u0, u1, . . . , un). (10)

Ýâîëþöèîííîé ïðîèçâîäíîé, èëè îïåðàòîðîì ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî
t â ñèëó (10) íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå

∇f = f∂0 +D(f)∂1 + · · ·+Dj(f)∂j + . . .

Îïÿòü, äåéñòâèå Dt íà F êîððåêòíî îïðåäåëåíî.
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Ïðè ïîñòðîåíèè Dt ìû ñíà÷àëà ïðîäîëæàåì óðàâíåíèå íà âñå
äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, èñïîëüçóÿ óæå ââåäåííûé îïåðàòîð D:

u1,t = D(ut) = D(f), u2,t = D(u1,t) = D2(f), . . . ,

à ïîòîì ðàñïðîñòðàíÿåì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ôóíêöèè èç F .
Ïî ïîñòðîåíèþ, èìååì

[D,Dt] = 0.

Òàêæå, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîììóòàòîð äâóõ ýâîëþöèîííûõ
äèôôåðåíöèðîâàíèé èìååò òàêîé æå âèä, à èìåííî,

[∇f ,∇g] = ∇[f,g], ãäå [f, g] := ∇f (g)−∇g(f). (11)

Ñëåäîâàòåëüíî, ýâîëþöèîííûå âåêòîðíûå ïîëÿ îáðàçóþò àëãåáðó Ëè.

Èíîãäà âìåñòî ýâîëþöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ
îïåðàòîðàìè ëèíåàðèçàöèè. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Âûïèøåì áîëåå ÿâíî, êàê äèôôåðåíöèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ g ∈ F :

∇f (g(x, u0, . . . , uk)) = f∂0(g) +Dx(f)∂1(g) + · · ·+Dk
x(f)∂k(g).

Ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàêæå, êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîãî
îïåðàòîðà g∗ ê f (ôàêòè÷åñêè, ýòî ïðîñòî îïðåäåëåíèå g∗):

∇f (g) = g∗(f) =
(
∂0(g) + ∂1(g)Dx + · · ·+ ∂k(g)D

k
x

)
(f).

Îïåðàòîðîì ëèíåàðèçàöèè, èëè ïðîèçâîäíîé Ôðåøå, íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

g∗ = ∂0(g) + ∂1(g)Dx + · · ·+ ∂j(g)D
j
x + . . .

(ñóììà êîíå÷íà äëÿ ëþáîé g ∈ F).

Ìåíåå ôîðìàëüíî,

g∗(f) =
d

dε
g[u+ εf ]

∣∣∣
ε=0

ãäå g[u+ εf ] ïîëó÷àåòñÿ èç g çàìåíîé âñåõ uj íà uj + εDj(f).
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Ñèììåòðèè

Ïóñòü äàíî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå

ut = f(x, u, u1, . . . , un). (12)

Eãî ñèììåòðèåé íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

uτ = g(x, u, u1, . . . , um) (13)

òàêîå, ÷òî
∇g(f) = ∇f (g). (14)

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü òàêæå, êàê

(∇f − f∗)(g) = 0.

Òàêæå, ñîãëàñíî òîæäåñòâó (11), óñëîâèå (14) ðàâíîñèëüíî
êîììóòèðîâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé:

[∇f ,∇g] = 0,

òî åñòü, ïåðåñòàíîâî÷íîñòè äèôôåðåíöèðîâàíèé ïðè äåéñòâèè íà ëþáûå
ôóíêöèè èç F .
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Òàêæå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ñèììåòðèè ýêâèâàëåíòíî
ðàâåíñòâó

[∇f − f∗,∇g − g∗] = 0.

Èç òîæäåñòâà ßêîáè

[[∇f ,∇g],∇h] + [[∇g,∇h],∇f ] + [[∇h,∇f ],∇g] = 0,

ñëåäóåò, ÷òî åñëè ∇g è ∇h êîììóòèðóþò ñ ∇f , òî ýòî æå âåðíî è äëÿ
[∇g,∇h]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèììåòðèè ôèêñèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ
îáðàçóþò àëãåáðó Ëè.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïðîñòîòû, ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå
óðàâíåíèÿ íå çàâèñÿò îò t ÿâíî. Â ñëó÷àå íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíèé è
ñèììåòðèé â îïåðàòîð Dt = ∇f , îòâå÷àþùèé ñàìîìó óðàâíåíèþ, ñëåäóåò
äîáàâèòü ÷ëåí ∂t, íî ïðè ýòîì îïåðàòîðû ∇g äëÿ ñèììåòðèé îñòàþòñÿ
ïðåæíèìè.
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Îáùåå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ðåêóðñèè

Îïåðàòîð R íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðåêóðñèè äëÿ óðàâíåíèÿ ut = f ,
åñëè îí ïåðåâîäèò ëþáóþ ñèììåòðèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ â ñèììåòðèþ
(òî åñòü, åñëè uτ = g � ñèììåòðèÿ, òî è uT = R(g) � ñèììåòðèÿ).

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû R áûë îïåðàòîðîì ðåêóðñèè,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí óäîâëåòâîðÿë ñîîòíîøåíèþ

[∇f − f∗, R] = 0. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñèììåòðèÿ uτ = g õàðàêòåðèçóåòñÿ
ðàâåíñòâîì

(∇f − f∗)(g) = 0.

Ïðèìåíÿÿ R, ïîëó÷àåì

R((∇f − f∗)(g)) = (∇f − f∗)(R(g)) = 0,

÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî uT = R(g) � òîæå ñèììåòðèÿ. �
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âèäà

R = rnD
n + · · ·+ r0 + · · ·+ r−kD

−k,

ñ rj ∈ F , êîììóòàòîð [∇f , R] ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ âñåõ
êîýôôèöèåíòîâ:

[∇f , R] = ∇f (rn)Dn + · · ·+∇f (r0) + · · ·+∇f (r−k)D−k =: ∇f (R).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ∇f êîììóòèðóåò ñ D, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
h ∈ F èìååì

[∇f , R](h) = ∇f (R(h))−R(∇f (h)) = ∇f (R)(h).

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ, (15) ìîæíî çàïèñàòü, êàê

∇f (R) = [f∗, R].
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Ïðèìåð

Ïðîâåðèì, ÷òî R = D + ux � îïåðàòîð ðåêóðñèè äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà

ut = uxx + u2x. (16)

Èìååì

f = uxx + u2x, f∗ = D2 + 2uxD = (D + ux)(D + ux)− uxx − u2x = R2 − f,

òîãäà

∇f (R) = ∇f (ux) = D(f),

[f∗, R] = [R2 − f,R] = [R, f ] = [D + ux, f ] = [D, f ] = D(f),

ðåçóëüòàòû ñîâïàëè.

Ñëåäîâàòåëüíî, (16) äîïóñêàåò ñèììåòðèè

ut3 = (D + ux)(uxx + u2x) = uxxx + 3uxuxx + u3x,

ut4 = uxxxx + 4uxuxxx + 3u2xx + 6u2xuxx + u4x

è òàê äàëåå.
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Îïåðàòîð ðåêóðñèè äëÿ ÊäÔ

Ïîêàæåì, ÷òî âñå âûñøèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ

utn = Rn−1(ux), R = D2 − 4u− 2uxD
−1, n = 1, 2, . . .

ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè ÊäÔ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Îïåðàòîð R ñëóæèò îïåðàòîðîì ðåêóðñèè äëÿ óðàâíåíèÿ
ut = uxxx − 6uux.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

∇f (R) = −4ut − 2uxtD
−1 = −4(u3 − 6uu1)− 2(u4 − 6uu2 − 6u21)D

−1. (17)

Òåïåðü âû÷èñëèì êîììóòàòîð f∗ = D3 − 6uD − 6u1 è R, ðàçáèâàÿ R íà
ñëàãàåìûå.
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[D3 − 6uD − 6u1, D
2] = [−6uD − 6u1, D

2]

= −6uD3 − 6u1D
2 + 6D2uD + 6D2u1

= −6uD3 − 6u1D
2 + 6(uD3 + 2u1D

2 + u2D) + 6u1D
2 + 12u2D + 6u3

= 12u1D
2 + 18u2D + 6u3;

[D3 − 6uD − 6u1,−4u] = [D3 − 6uD,−4u]

= −4D3u+ 4uD3 + 24uDu− 24u2D

= −4uD3 − 12u1D
2 − 12u2D − 4u3 + 4uD3 + 24u2D + 24uu1 − 24u2D

= −12u1D
2 − 12u2D − 4u3 + 24uu1;

[D3 − 6uD − 6u1,−2u1D
−1] = [D3 − 6Du,−2u1D

−1]

= −2D3u1D
−1 + 12Duu1D

−1 + 2u1D
2 − 12u1u

= −2u1D
2 − 6u2D − 6u3 − 2u4D

−1 + 12uu1 + 12(uu2 + u2
1)D

−1 + 2u1D
2 − 12u1u

= −6u2D − 6u3 − 2u4D
−1 + 12(uu2 + u2

1)D
−1.

Âñ¼ ñêëàäûâàåì è ïîëó÷àåì òî æå, ÷òî â (17):

−4u3 + 24uu1 − 2(u4 − 6uu2 − 6u21)D
−1. �
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Êîììóòàòèâíîñòü âûñøèõ óðàâíåíèé ÊäÔ

Âûñøèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ ñëóæàò ñèììåòðèÿìè íå òîëüêî äëÿ ÊäÔ, íî è
äðóã äëÿ äðóãà, òî åñòü, îíè îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó Ëè. Ýòî
ìîæíî äîêàçàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå
òîæäåñòâà, ñëåäóþùèå èç ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû.

Âîò èäåÿ äðóãîãî, äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðîå ãîäèòñÿ
äëÿ ëþáûõ óðàâíåíèé âèäà

ut = uk + ïîëèíîìèàëüíûå ìëàäøèå ÷ëåíû

è òàêèõ, ÷òî èõ ñèììåòðèè òîæå ïîëèíîìèàëüíû è àâòîíîìíû.
Âî-ïåðâûõ, ìîæíî äîêàçàòü, ñëåäÿ çà ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè (è äàæå
íå èñïîëüçóÿ ïîëèíîìèàëüíîñòü), ÷òî ëþáàÿ ñèììåòðèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ
èìååò âèä

utn = const(un + ìëàäøèå ÷ëåíû).

Âo-âòîðûõ, èç ïîëèíîìèàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî â êîììóòàòîðå utn è utm
íåò ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ (ïîñêîëüêó [un, um] = 0, à êîììóòàòîð ÷ëåíîâ
ñòåïåíè p è q èìååò ñòåïåíü p+ q − 1). Òàê êàê êîììóòàòîð ëþáûõ äâóõ
ñèììåòðèé åñòü ñèììåòðèÿ (ýòî îáùèé ôàêò, ñëåäóþùèé èç òîæäåñòâà
ßêîáè), òî èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îí ðàâåí 0.
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Êëàññè÷åñêèå ñèììåòðèè

Âñå ëè ñèììåòðèè ÊäÔ ìû ïîëó÷èëè? Îêàçûâàåòñÿ, íåò, åñòü è äðóãèå.
Ñíà÷àëà ïîÿñíèì ïîíÿòèå òàê íàçûâàåìûõ êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèé.
Î÷åíü ÷àñòî óðàâíåíèå (èíòåãðèðóåìîå èëè íåò) äîïóñêàåò íåêîòîðóþ
íåïðåðûâíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé, òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèé çàâèñèìûõ è
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ïåðåâîäÿùèõ ðåøåíèÿ â ðåøåíèÿ. Â ôèçèêå
÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ãðóïïû ïåðåíîñîâ, ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ, Ëîðåíöà,
ðàñòÿæåíèÿ, âðàùåíèÿ. . . Ïåðåõîäÿ îò ãðóïïû ê åå àëãåáðå Ëè (òî åñòü, ê
èíôèíèòåçèìàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì), ïîëó÷àåì çàïèñü ñèììåòðèè â
âèäå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèå Ëè). Òàêèå ñèììåòðèè è
íàçûâàþòñÿ êëàññè÷åñêèìè. Èõ èçó÷åíèå î÷åíü âàæíî, íî ìû
îãðàíè÷èìñÿ ïàðîé ïðèìåðîâ. Ïîäðîáíåå ìîæíî ïî÷èòàòü â êíèãàõ

Ë.Â. Îâñÿííèêîâ. Ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ì.:

Íàóêà, 1978.

Í.Õ. Èáðàãèìîâ. Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Ì.:

Íàóêà, 1983.

Ï. Îëâåð. Ïðèëîæåíèÿ ãðóïï Ëè ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ì.:

Ìèð, 1989.
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Ïðèìåð 1. Óðàâíåíèå ìàãíåòèêà Ãàéçåíáåðãà

st = [s, sxx], s ∈ R3, |s| = 1, (18)

ãäå [, ] îáîçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Î÷åâèäíî, ýòî óðàâíåíèå
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû 3-ìåðíûõ âðàùåíèé s̃ = As, ãäå
A ∈ SO(3), òî åñòü AAt = 1, detA = 1.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà âðàùåíèé çàäàåòñÿ ìàòðèöàìè
A = exp(τa), a = −at, òî åñòü a ∈ so(3). Ìîæíî îïðåäåëèòü

s(x, t, τ) = exp(τa)s(x, t, 0).

Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðè
äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî τ

sτ = as, a = −at.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî � ñèììåòðèÿ (18), òî åñòü (st)τ = (sτ )t.

Ïðè ýòîì ñàìè òàêèå âåêòîðíûå ïîëÿ íå êîììóòèðóþò, à îáðàçóþò
àëãåáðó èçîìîðôíóþ so(3): åñëè

sT = bs, b = −bt,

òî (sτ )T − (sT )τ = [a, b].
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Êðîìå òîãî, ê êëàññè÷åñêèì ñèììåòðèÿì îòíîñÿòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå
ïîäãðóïïû ñäâèãîâ ïî x è t (âîîáùå, ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ àâòîíîìíûõ
óðàâíåíèé):

s̃(x, t) = s̃(x+ τ, t), s̃(x, t) = s̃(x, t+ τ).

ßñíî, ÷òî èì îòâå÷àþò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

sτ = sx, sτ = [s, sxx],

òî åñòü, sτ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñàìèì óðàâíåíèåì.

Ó íàñ íå áóäåò âðåìåíè íà èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ (18), íî îòìåòèì, ÷òî îíî
èìååò ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ôåððîìàãíåòèçìà è îáëàäàåò ïðåäñòàâëåíèåì
íóëåâîé êðèâèçíû (êàê è áîëåå îáùåå óðàâíåíèå Ëàíäàó�Ëèôøèöà
st = [s, sxx + Js], ãäå J äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà). Ñîîòâåòñòâåííî, ó íåãî
åñòü è âûñøèå ñèììåòðèè.
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Äîïîëíèòåëüíûå ñèììåòðèè ÊäÔ

Ìîæíî ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîêëàññèôèöèðîâàòü âñå ñèììåòðèè ÊäÔ
ïîðÿäêà ≤ 3 è ïîëó÷èòü åù¼ äâà îòâåòà:

uτ1 = 6tux − 1, ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ (19)

uτ2 = 3t(uxxx − 6uux) + xu1 + 2u ðàñòÿæåíèå (20)

Ýòî êëàññè÷åñêèå ñèììåòðèè ÊäÔ.

Íà óðîâíå ãðóïïû, ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàìåíîé

x̃ = x+ 6τ1t, t̃ = t, ũ = u+ τ1.

Åñëè u(x, t) � ðåøåíèå ÊäÔ, òî ũ(x̃, t̃) òîæå, ïðè ëþáîì τ1, ïðè÷åì ïðè
τ1 = 0 ïðåîáðàçîâàíèå òîæäåñòâåííî. Çàïèøåì ýòî â âèäå

u(x, t, τ1) = ũ(x+ 6τ1t, t)− τ1,

òîãäà äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî τ1 (â òî÷êå τ1 = 0) äàñò ñèììåòðèþ (19) â
èíôèíèòåçèìàëüíîé ôîðìå.
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Àíàëîãè÷íî, ðàñòÿæåíèå îòâå÷àåò ãðóïïå

x̃ = eτ2x, t̃ = e3τ2t, ũ = e−2τ2u.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé èìååò âèä

u(x, t, τ2) = e2τ2 ũ(eτ2x, e3τ2t).

Äèôôåðåíöèðóåì ïî τ2, ïîëàãàåì τ2 = 0, è ïîëó÷àåì ñèììåòðèþ â
èíôèíèòåçèìàëüíîé ôîðìå, çàòåì ut çàìåíÿåì, èñïîëüçóÿ ñàìî
óðàâíåíèå ÊäÔ:

uτ2 = 3tut + xu1 + 2u = 3t(uxxx − 6uux) + xu1 + 2u.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî êëàññè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñèììåòðèè ut1 = ux
(ãðóïïîâîå ïðåîáðàçîâàíèå � ñäâèã ïî x) è ñàìî óðàâíåíèå ÊäÔ ut2 = ut
(îòâå÷àåò ñäâèãó ïî t).

Äðóãèõ êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèé ó ÊäÔ íåò, íî âåäü ìû ìîæåì
ïîñòðîèòü íîâûå ñèììåòðèè ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà ðåêóðñèè R.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî R(uτ1) = 2uτ2 , à äàëüøå áóäóò ïîëó÷àòüñÿ
íåêîòîðûå âûñøèå ñèììåòðèè

uτn = Rn−1(uτ1).

Îäíàêî, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè áóäóò íåëîêàëüíûìè, òî åñòü, â
äàííîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå â îïåðàòîðå ðåêóðñèè áóäåò âûâîäèòü çà
ïðåäåëû F . Òàêæå, ýòè ñèììåòðèè áóäóò íåêîììóòàòèâíûìè (ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî îíè îáðàçóþò àëãåáðó Âèðàñîðî). Ýòî ðàñøèðåíèå
èåðàðõèè ÊäÔ � äîâîëüíî ñëîæíûé è èíòåðåñíûé îáúåêò, íî ìû èì íå
áóäåì çàíèìàòüñÿ.

Íàêîíåö, ìîæíî ïûòàòüñÿ ñòðîèòü ñèììåòðèè, ïðèìåíÿÿ îòðèöàòåëüíûå
ñòåïåíè R ê ux èëè ê 6tux − 1, íî ïðè ýòîì ñðàçó áóäóò ïîëó÷àòüñÿ
íåëîêàëüíûå è äàæå íåýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, îíè â
êàêîì-òî ñìûñëå òîæå îòíîñÿòñÿ ê èåðàðõèè ÊäÔ.
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Çà÷åì íóæíû ñèììåòðèè?

Â ÷åì ñìûñë âûñøèõ óðàâíåíèé ÊäÔ? Ëþáîå èç íèõ íè÷óòü íå õóæå ÊäÔ
ïî ñâîéñòâàì. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî äëÿ íèõ ïîâòîðèòü âñå âû÷èñëåíèÿ
ìíîãîñîëèòîííûõ ðåøåíèé (ïîòåíöèàëû Áàðãìàííà). Ðàçëè÷èå áóäåò
òîëüêî â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò: åñëè â ñëó÷àå ÊäÔ ôàçû èìåëè âèä

kjx+ 4k3j t+ δj ,

òî ôàçû äëÿ ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî âñåé èåðàðõèè ðàâíû

kjx+ 4k3j t2 + 16k5j t3 + 64k7t4 + · · ·+ δj .

Åñëè ïîëîæèòü tn = 0 íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî íîìåðà, òî ðåøåíèå áóäåò
ôóíêöèåé îò x, t2, . . . , tn−1, óäîâëåòâîðÿþùåé êàæäîìó èç óðàâíåíèé
utj = gj , j = 2, . . . , n− 1. Àíàëîãè÷íî, íè÷åãî ïî ñóùåñòâó íå ìåíÿåòñÿ è â
ìåòîäå îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (åãî áóäåì ïîçæå èçó÷àòü).

Îäíàêî, ýòî íå êàæåòñÿ îñîáåííî öåííûì ñâîéñòâîì. Åñëè íàñ
èíòåðåñóþò òîëüêî ðåøåíèÿ ÊäÔ, òî çà÷åì íàì çíàòü, êàê ìåíÿåòñÿ
ðåøåíèå ïî êàêèì-òî äîïîëíèòåëüíûì ïàðàìåòðàì, êîòîðûõ èçíà÷àëüíî
â ÊäÔ íå áûëî. Ýòî ïðîñòî ïåðåîïðåäåëåíèå ôàç â óæå èçâåñòíûõ
ñåìåéñòâàõ ðåøåíèé...
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Áîëåå âàæíî äðóãîå ïðèìåíåíèå ñèììåòðèé: îíè ïîìîãàþò ñòðîèòü
òî÷íûå ðåøåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè, âñå òî÷íûå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ
ïîíèæåíèåì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è, òî åñòü, ê çàäàííîìó óðàâíåíèþ
ïðèïèñûâàåòñÿ êàêîå-íèáóäü ÎÄÓ:

ut = f, g = 0, f, g ∈ F

è èùóòñÿ ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå îáîèì óðàâíåíèÿì. Çà ñ÷åò ÎÄÓ
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìå. Îäíàêî, êàêîå ïîïàëî ÎÄÓ
ïðèïèñûâàòü íåëüçÿ, òàê êàê ýòà ñèñòåìà, âîîáùå ãîâîðÿ áóäåò
ïåðåîïðåäåëåííîé. Íóæíî, ÷òîáû âòîðîå óðàâíåíèå áûëî ñîâìåñòíî ñ
ïåðâûì:

Dt(g)
∣∣∣
g=0

= 0.

Îòêóäà áðàòü g ñ òàêèì ñâîéñòâîì? Ãîäÿòñÿ ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ
ñèììåòðèé: òàê êàê äëÿ ñèììåòðèé

Dt(g) = f∗(g),

òî Dt(g) = 0 åñëè g = 0.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ ÊäÔ âêëàäûâàþòñÿ â ýòó
ñõåìó: îíè óäîâëåòâîðÿþò ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèÿì äëÿ âûñøèõ
óðàâíåíèé ÊäÔ. Ïðè ýòîì óñëîâèå áûñòðîóáûâàíèÿ ôèêñèðóåò íóëåâûå
çíà÷åíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé. Åñëè æå
íå òðåáîâàòü áûñòðîóáûâàíèÿ, òî âîçíèêàþò áîëåå îáùèå ðåøåíèÿ � òàê
íàçûâàåìûå êîíå÷íîçîííûå. Èìè ìû çàéìåìñÿ íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.

Åñëè âäîáàâîê èñïîëüçîâàòü ñèììåòðèè èç ðàñøèðåííîé èåðàðõèè, òî ýòî
ïðèâîäèò ê ðåøåíèÿì, âûðàæàþùèìñÿ ÷åðåç òðàíñöåíäåíòû Ïåíëåâå èëè
èõ âûñøèå àíàëîãè (òàê íàçûâàåìûå ñòðóííûå óðàâíåíèÿ). Ìû ëèøü
ñëåãêà êîñíåìñÿ ýòîé òåìû â êîíöå êóðñà.

Åù¼ îäíî ïðèëîæåíèå ñèììåòðèé � êëàññèôèêàöèîííîå. Êàê ïðàâèëî,
ó ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ (èëè
ãðóïïîâûõ) ñèììåòðèé, íî íåò ñèììåòðèé ïîðÿäêà âûøå ïîðÿäêà ñàìîãî
óðàâíåíèÿ. Íàëè÷èå âûñøèõ ñèììåòðèé ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì
ñâîéñòâîì, õàðàêòåðèçóþùèì èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ.

Ãèïîòåçà Ôîêàñà (1980) óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû
îäíó âûñøóþ ñèììåòðèþ, òî èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî. Åñòü íåêîòîðûå
êîíòðïðèìåðû, íî, ïî ñóùåñòâó, ýòà ãèïîòåçà, âåðîÿòíî, âåðíà ñ
êàêèìè-òî îãîâîðêàìè.
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Äëÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ, âû÷èñëåíèå ñèììåòðèé çàäàííîãî ïîðÿäêà �
àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà. Ïîèñê âñåõ óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèõ
ñèììåòðèè � ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, íî äëÿ íåêîòîðûõ îòäåëüíûõ êëàññîâ
ýòà çàäà÷à ðåøåíà (ðåçóëüòàòû Øàáàòà è äð., 1980�90), íàïðèìåð, äëÿ
óðàâíåíèé âèäà

ut = a(x, u, u1, u2),

ut = a(x, u, u1, u2)u3 + b(x, u, u1, u2),

ut = u5 + b(x, u, u1, u2, u3, u4),

à òàêæå äëÿ ñèñòåì

ut = u2 + a(x, u, v, u1, v1), vt = −v2 + b(x, u, v, u1, v1).
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Äîìàøíåå çàäàíèå

4.1. Äîêàæèòå òîæäåñòâî (11). [Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîðû â
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè äàþò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò ïðè äåéñòâèè íà âñå
äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå uj .]

4.2. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå

sτ = sxxx +
3

2

(
〈sx, sx〉s

)
x
, s ∈ R3,

îãðàíè÷èâàåòñÿ íà ñôåðó |s| = 1 è îïðåäåëÿåò íà íåé ñèììåòðèþ äëÿ
óðàâíåíèÿ (18) st = [s, sxx].

[Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ (st)τ = (sτ )t,
äëÿ ÷åãî ïîòðåáóþòñÿ ñëåäñòâèÿ èç ñâÿçè 〈s, s〉 = 1 è íåêîòîðûå
òîæäåñòâà äëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.]

Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò (18), äàííîå óðàâíåíèå îïðåäåëåíî äëÿ s ∈ Rn
ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
íà ñôåðó |s| = 1 äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû ïðè ëþáîì
n.
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4.3. Ïóñòü óðàâíåíèå
ut = f

îáëàäàåò îïåðàòîðîì ðåêóðñèè R. Êàê îí ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè çàìåíå âèäà
u = a(ũ)? Â ÷àñòíîñòè, ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð R = D + ux äëÿ
óðàâíåíèÿ (16) ut = uxx + u2x ñâÿçàí ñ î÷åâèäíûì îïåðàòîðîì R = D äëÿ
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ut = uxx.

4.4. Ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî R = D + v + v1D
−1 ÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîðîì ðåêóðñèè äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà

vt = vxx + 2vvx.

Ñâÿæèòå ýòîò ðåçóëüòàò ñ ïðåäûäóùèì, èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó v = ux.

4.5. Ïðîâåðüòå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî óðàâíåíèÿ (19) è (20)
ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè ÊäÔ. Òàêæå, ïðîâåðüòå, ÷òî äðóã ñ äðóãîì ýòè
ñèììåòðèè íå êîììóòèðóþò. Êàêóþ àëãåáðó Ëè îíè îáðàçóþò?
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