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Ôóíêöèÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïðîâåðèëè, ÷òî óðàâíåíèå ÊäÔ

ut = uxxx − 6uux (1)

ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè ψxxt = ψtxx äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ψxx = (u− λ)ψ, ψt = −axψ + 2aψx, (2)

ãäå a = −2λ− u.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå Ðèêêàòè äëÿ ôóíêöèè f = ψx/ψ

fx + f2 = u− λ

äîïóñêàåò ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

f(z) = −z/2 + F0 +
F1

z
+
F2

z2
+ · · · , λ = −z2/4,

ñ ëîêàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè Fj ∈ F , ÷òî äà¼ò áåñêîíå÷íî ìíîãî
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 3 · 20 ôåâðàëÿ 2023 3 / 36



Òåïåðü áóäåì ñòðîèòü â âèäå ðÿäà ñàìó ôóíêöèþ ψ. Òîëüêî íà ýòîò ðàç
óäîáíåå çàìåíèòü λ íà −z2, à íå −z2/4.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôîðìàëüíîé ôóíêöèåé Áåéêåðà�Àõèåçåðà íàçûâàåòñÿ
ðÿä âèäà

ψ(x, t, z) = ezx+4z3t
(

1 +
ϕ1(x, t)

z
+
ϕ2(x, t)

z2
+ · · ·

)
, (3)

óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèÿì (2) ñ λ = −z2.

Ìíîæèòåëü ezx+4z3t � ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (2) ïðè u = 0:

ψxx = z2ψ, ψt = 4z2ψx.

Ïîêàæåì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, â òîì ñìûñëå, ÷òî
êîýôôèöèåíòû ðÿäà ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿþòñÿ. Îáîçíà÷èì

ψ = eXΦ, X = zx+ 4z3t, Φ = 1 +
ϕ1

z
+
ϕ2

z2
+ . . . ,

è ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ Φ.
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Èìååì

ψxx = eX(z2Φ + 2zΦx + Φxx) = eX(u+ z2)Φ,

ψt = eX(4z3Φ + Φt) = eX
(
uxΦ + (4z2 − 2u)(zΦ + Φx)

)
.

Óðàâíåíèå ïî x:
2zΦx = −Φxx + uΦ.

Óðàâíåíèå ïî t:

Φt = (4z2 − 2u)Φx + (ux − 2zu)Φ

= 2z(−Φxx + uΦ)− 2uΦx + (ux − 2zu)Φ

= −2zΦxx − 2uΦx + uxΦ

= (Φxx − uΦ)x − 2uΦx + uxΦ

= Φxxx − 3uΦx.

Ðàñïèñûâàåì ïî ñòåïåíÿì z, ïîëó÷àåì, ïðè j = 1, 2, . . . :

2ϕ1,x = u, 2ϕj+1,x = −ϕj,xx + uϕj , (4)

ϕj,t = ϕj,xxx − 3uϕj,x. (5)
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Óðàâíåíèå (4) � ýòî ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, èç êîòîðûõ ϕj
íàõîäÿòñÿ ïî çàäàííîìó u. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàòü ïî x.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ϕj íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè, òî åñòü, îíè íå
âûðàæàþòñÿ êàê ôóíêöèè îò u, ux, . . . , â îòëè÷èå îò êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà
f(z) = ψx/ψ.

Èç-çà ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ îòâåò íå åäèíñòâåííûé. Ýòî ÿñíî
òàêæå èç òîãî, ÷òî ôóíêöèþ (3) ìîæíî óìíîæàòü íà ïðîèçâîëüíûé
ïîñòîÿííûé ðÿä 1 + α1/z + α2/z

2 + . . . .

Ïî ïîñòðîåíèþ, (4) è (5) ñîâìåñòíû, åñëè u óäîâëåòâîðÿåò ÊäÔ.
Ïîýòîìó, ïîäñòàíîâêà â (5) ôóíêöèé, íàéäåííûõ èç (4), íå ïðèâîäèò ê
ïðîòèâîðå÷èÿì � ïðîñòî óòî÷íÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ïîñòîÿííûõ
èíòåãðèðîâàíèÿ îò t.

Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî óðàâíåíèé (4) è (5) � èõ ìîæíî îáîðâàòü íà
ëþáîì íîìåðå. Òî÷íåå: åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî, ÷òî ϕn+1 = 0, òî è
ϕn+2, ϕn+3, . . . ìîæíî âûáðàòü ðàâíûìè 0. Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè
ñëåäóþùèé êëàññ ïîòåíöèàëîâ.
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Ïîòåíöèàëû Áàðãìàííà

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ u(x, t), âåùåñòâåííàÿ, áûñòðîóáûâàþùàÿ è
áåç îñîáåííîñòåé, íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Áàðãìàííà, åñëè óðàâíåíèÿ
(2) ñ λ = −z2 äîïóñêàþò ðåøåíèå â âèäå êâàçèìíîãî÷ëåíà

ψ(x, t, z) = ezx+4z3t(zn + ϕ1z
n−1 + · · ·+ ϕn). (6)

Ýòî îïðåäåëåíèå âîñõîäèò ê ñòàòüå
V. Bargmann. On the connection between phase shifts and scattering
potential. Rev. Mod. Phys. 21 (1949) 488�493.

(òî÷íåå, òàì ðàññìàòðèâàëîñü óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà íà ïîëóïðÿìîé,
ïðè n = 1, 2 è áåç çàâèñèìîñòè îò t).

ßñíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà óñëîâèå îáðûâà íå
âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü, ýòî óñëîâèå âûäåëÿåò íåêèé ñïåöèàëüíûé êëàññ
ïîòåíöèàëîâ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî, ñ ó÷¼òîì çàâèñèìîñòè îò t, ïîëó÷àåòñÿ
2n-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé ÊäÔ.

Ýòè ðåøåíèÿ ÿâíûå � çàïèñûâàþòñÿ, êàê ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ îò
ýêñïîíåíò. Äëÿ âûâîäà ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî ëèíåéíàÿ àëãåáðà.

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 3 · 20 ôåâðàëÿ 2023 7 / 36

https://doi.org/10.1103/RevModPhys.21.488


Íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò àíàëèç óñëîâèé âåùåñòâåííîñòè,
áûñòðîãî óáûâàíèÿ è ðåãóëÿðíîñòè. Ñåãîäíÿ ìû íå áóäåì çà ýòèì
ñëåäèòü � òðåáóåì òîëüêî îáðûâ.

Ïðè îáðûâå, óðàâíåíèÿ (4) è (5) ïðåâðàùàþòñÿ â ñîâìåñòíóþ ïàðó
ñèñòåì ÎÄÓ ïîðÿäêà 2n:

ϕj,xx = −2ϕj+1,x + 2ϕ1,xϕj , j = 1, . . . , n− 1,

ϕn,xx = 2ϕ1,xϕn,

ϕj,t = ϕj,xxx − 6ϕ1,xϕj,x.

(7)

(Òî÷íåå, óðàâíåíèÿ ïî t íóæíî ðàñïèñàòü êàê äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
îòíîñèòåëüíî 2n ïåðåìåííûõ ϕ1, . . . , ϕn, ϕ1,x, . . . , ϕn,x.) Äëÿ êàæäîãî
ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì, ôóíêöèÿ

u = 2ϕ1,x (8)

îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ðåøåíèå ÊäÔ.

Îáùåå ñîâìåñòíîå ðåøåíèå ñèñòåì (7) çàâèñèò îò 2n ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ. ×òîáû åãî ïîñòðîèòü, ìû ïðåäúÿâèì ïîëíûé íàáîð èç
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíà ëåììà. Îíà âåðíà
äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (2), íå îáÿçàòåëüíî â âèäå ðÿäîâ.
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Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèè ψ è ψ̃ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (2)

ψxx = (u− λ)ψ, ψt = −axψ + 2aψx,

òîãäà èõ âðîíñêèàí ïîñòîÿíåí:

w := ψψ̃x − ψxψ̃ =

∣∣∣∣ ψ ψ̃

ψx ψ̃x

∣∣∣∣ , wx = 0, wt = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

wx =

∣∣∣∣ ψ ψ̃

ψxx ψ̃xx

∣∣∣∣ = (u− λ)

∣∣∣∣ψ ψ̃

ψ ψ̃

∣∣∣∣ = 0.

Äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî t íàäî åù¼ èñïîëüçîâàòü ñëåäñòâèå

ψxt = (−axx + 2a(u− λ))ψ + axψx.

Òîãäà

wt =

∣∣∣∣ψt ψ̃t
ψx ψ̃x

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ψ ψ̃

ψxt ψ̃xt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−axψ −axψ̃
ψx ψ̃x

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ψ ψ̃

axψx axψ̃x

∣∣∣∣ = 0. �
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Çàìå÷àíèå. Â áîëåå îáùåì âèäå: ïóñòü w = det Ψ, ãäå Ψ �
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé

Ψx = UΨ, Ψt = VΨ,

òàêèõ, ÷òî trU = trV = 0, òîãäà wx = wt = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Ëèóâèëëÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé
íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû Ψ, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà:

(log det Ψ)′ = tr(Ψ′Ψ−1).
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Ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ ñèñòåìû (7)

Ïóñòü (2) äîïóñêàåò ðåøåíèå â âèäå êâàçèìíîãî÷ëåíà

ψ = ψ(x, t, z) = ezx+4z3t(zn + ϕ1z
n−1 + · · ·+ ϕn) = eXΦ(z).

Òîãäà ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ òàêæå

ψ̃ = ψ(x, t,−z) = e−zx−4z
3t((−z)n + ϕ1(−z)n−1 + · · ·+ ϕn) = e−XΦ(−z).

Âðîíñêèàí ýòèõ ðåøåíèé � íå÷åòíûé ìíîãî÷ëåí ïî z ñòåïåíè 2n+ 1:

w = ψψ̃x − ψxψ̃ = −2zΦ(z)Φ(−z) + Φ(z)Φx(−z)− Φx(z)Φ(−z)
= −2(−1)nz(z2 − k21) · · · (z2 − k2n).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû w(z) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííûå
ϕj , ϕj,x, j = 1, . . . , n.

Èç Ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû ïîñòîÿííû, ÷òî äà¼ò n
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ � ïîëîâèíó îò ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû (7).

Îêàçûâàåòñÿ âûãîäíûì ïåðåéòè îò êîýôôèöèåíòîâ ê êîðíÿì kj , òàê êàê
òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü åùå n äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.
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Óòâåðæäåíèå 2. Íóëè w ïîñòîÿííû:

kj,x = kj,t = 0, j = 1, . . . , n.

Îòíîøåíèÿ ψ̃/ψ â òî÷êàõ z = kj òàêæå ïîñòîÿííû:

cjψ(kj) = ψ̃(kj), cj,x = cj,t = 0, j = 1, . . . , n. (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî kj ïîñòîÿííû, êàê óæå ñêàçàíî, ñëåäóåò èç
Ëåììû 1. Äëÿ îòíîøåíèé èìååì( ψ̃

ψ

)
x

=
ψψ̃x − ψxψ̃

ψ2
=

w

ψ2
;

( ψ̃
ψ

)
t

=
ψψ̃t − ψtψ̃

ψ2
=

2aw

ψ2
,

(èñïîëüçóåì, ÷òî ψt = −axψ + 2aψx) è ïðè ïîäñòàíîâêå z = kj
ïðîèçâîäíûå cj îáðàùàþòñÿ â 0. �

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. ×åì îáúÿñíÿåòñÿ, ÷òî â ñèñòåìå ðàçìåðíîñòè 2n
íàøëîñü 2n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ? Ðàçâå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íå
äîëæíî áûòü íà 1 ìåíüøå?
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Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî íàéäåííûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè òðóäíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ: ìû âåäü íå ìîæåì íàéòè êîðíè çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà
ñòåïåíè n. Íî ýòî è íå íàäî � ïðîñòî ñ÷èòàåì, ÷òî êîðíè kj çàäàíû,
òàêæå, êàê è îòíîøåíèÿ cj . Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ïî
ýòèì äàííûì ôóíêöèè ϕj .

Äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî
ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, à èìåííî,

1) k2i 6= k2j , i 6= j; 2) kj 6= 0; 3) cj 6= 0,∞.

Óñëîâèå 3), íà ñàìîì äåëå, íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì, òàê êàê åñëè cj = 0
èëè cj =∞, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ψ äåëèòñÿ íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü
z − kj èëè z + kj . Íà òàêèå ìíîæèòåëè ìîæíî ñîêðàòèòü è ïðèäòè ê ψ �
êâàçèìíîãî÷ëåíó áîëåå íèçêîé ñòåïåíè.

Ïðåäïîëîæåíèÿ 1) è 2) áîëåå ñóùåñòâåííû. Åñëè îíè íå âûïîëíåíû, òî
ñèñòåìà âñå ðàâíî ðåøàåòñÿ â ÿâíîì âèäå, íî âû÷èñëåíèÿ óñëîæíÿþòñÿ, à
îòâåò ¾âûðîæäàåòñÿ¿ � ïîëó÷àþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ èëè
ðàöèîíàëüíûå íà ñîëèòîííîì ôîíå. Ìû ïðèíèìàåì ýòè óñëîâèÿ äëÿ
ïðîñòîòû, ïðè ýòîì îñíîâíîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé íå òåðÿåòñÿ.
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Îáîçíà÷åíèÿ

Óðàâíåíèÿ (9) � ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ϕj . Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü å¼ â îáùåì âèäå, ââåä¼ì íåñêîëüêî
îáîçíà÷åíèé, ïîòîì ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñ n = 1 è n = 2.

Ïîëîæèì

Xj = X
∣∣
z=kj

= kjx+ 4k3j t, yj = cje
Xj − e−Xj .

Ïðîèçâîäíûå ïî x âðåìåííî áóäåì îáîçíà÷àòü øòðèõîì èëè âåðõíèì
èíäåêñîì. Â ÷àñòíîñòè,

y′j = kj(cje
Xj + e−Xj ), y′′j = k2j (cje

Xj − e−Xj ), . . .

Âðîíñêèàí ôóíêöèé a1(x), a2(x), . . . , an(x) áóäåì îáîçíà÷àòü

W (a1, a2, . . . , an) = det


a1 a2 . . . an
a′1 a′2 . . . a′n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(n−1)
1 a

(n−1)
2 . . . a

(n−1)
n

 .
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Ïðèìåð: n = 1

Ñèñòåìà (9) ñîñòîèò èç îäíîãî óðàâíåíèÿ

c1ψ(k1) = ψ(−k1),

ãäå ψ(z) = eX(z + ϕ1). Èìååì

c1e
X1(k1 + ϕ1) = e−X1(−k1 + ϕ1) ⇒

ϕ1 = −k1
c1e

X1 + e−X1

c1eX1 − e−X1
= −y

′
1

y1
.

Ñîãëàñíî (8), u = 2ϕ1,x (ïðè ëþáîì n), òî åñòü

u = −2(log y1)xx,

ãäå
y1 = c1e

X1 − e−X1 , X1 = k1x+ 4k31t.

Ýòî è åñòü ñîëèòîí, ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå çíàêîâ.
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè k1, c1 ∈ R, òî ðåøåíèå u âåùåñòâåííî, à åãî
ðåãóëÿðíîñòü çàâèñèò îò çíàêà c1:

ïðè c1 = −e2δ1 < 0 : ϕ1 = −k1 tanh(X1 + δ), u = − 2k21
cosh2(X1 + δ1)

,

ïðè c1 = e2δ1 > 0 : ϕ1 = −k1 coth(X1 + δ), u =
2k21

sinh2(X1 + δ1)
.

Âåùåñòâåííîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàêæå, åñëè k1 = iκ1 ìíèìîå, à
c1 = e2iδ1 ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè:

ϕ1 = κ1 tan(κ1x− 4κ31t+ δ1), u =
2κ21

cos2(κ1x− 4κ31t+ δ1)
.

Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå â ðåøåíèè âñåãäà åñòü ïîëþñû.
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Ïðèìåð: n = 2

Ñèñòåìà (9):

c1ψ(k1) = ψ(−k1), c2ψ(k2) = ψ(−k2), ψ = eX(z2 + ϕ1z + ϕ2).

Ýòî äà¼ò òàêèå óðàâíåíèÿ:

c1e
X1(k21 + ϕ1k1 + ϕ2) = e−X1(k21 − ϕ1k1 + ϕ2),

c2e
X2(k22 + ϕ1k2 + ϕ2) = e−X2(k22 − ϕ1k2 + ϕ2),

òî åñòü(
c1e

X1 − e−X1 k1(c1e
X1 + e−X1)

c2e
X2 − e−X2 k2(c2e

X2 + e−X2)

)(
ϕ2

ϕ1

)
= −

(
k21(c1e

X1 − e−X1)
k22(c2e

X2 − e−X2)

)
,

èëè (
y1 y′1
y2 y′2

)(
ϕ2

ϕ1

)
= −

(
y′′1
y′′2

)
.
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Îòñþäà íàõîäèì

ϕ1 = −

∣∣∣∣y1 y′′1
y2 y′′2

∣∣∣∣∣∣∣∣y1 y′1
y2 y′2

∣∣∣∣ = −∆′

∆
, u = −2(log ∆)xx, ∆ = W (y1, y2).

Îòìåòèì, ÷òî ∆ 6= 0, òàê êàê k21 6= k22. Ìîæíî íàéòè òàêæå ϕ2 (õîòÿ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ u ýòî íå íóæíî):

ϕ2 = −

∣∣∣∣y′′1 y′1
y′′2 y′2

∣∣∣∣∣∣∣∣y1 y′1
y2 y′2

∣∣∣∣ =
W (y′1, y

′
2)

∆
.

Çàìåòèì, ÷òî

W (y1, y2, e
X) =

∣∣∣∣∣∣
y1 y2 eX

y′1 y′2 zeX

y′′1 y′′2 z2eX

∣∣∣∣∣∣ = eX(z2∆− z∆′ +W (y′1, y
′
2)),

îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè Áåéêåðà�Àõèåçåðà:

ψ(x, t, z) =
W (y1, y2, e

X)

W (y1, y2)
.
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Âðîíñêèàííàÿ ôîðìóëà

Ñèñòåìà (9) ïðè ïðîèçâîëüíîì n:

cjψ(kj) = ψ(−kj), j = 1, . . . , n,

èëè, ïîäðîáíåå,

cje
Xj (knj + ϕ1k

n−1
j + · · ·+ ϕn) = e−Xj ((−kj)n + ϕ1(−kj)n−1 + · · ·+ ϕn).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü yj := cje
Xj − e−Xj , Xj := kjx+ 4k3j t, òîãäà ôóíêöèÿ

u = −2(logW (y1, . . . , yn))xx (10)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ÊäÔ ut = uxxx − 6uux ïðè ïðîèçâîëüíûõ
ïàðàìåòðàõ kj , cj òàêèõ, ÷òî k

2
j ïîïàðíî ðàçëè÷íû è íå ðàâíû 0.

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ψxx = (u+ z2)ψ äîïóñêàåò
òî÷íîå ðåøåíèå

ψ(x, t, z) =
W (y1, . . . , yn, e

zx+4z3t)

W (y1, . . . , yn)
. (11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ñèñòåìó (9) â ìàòðè÷íîì âèäå:
y1 y′1 . . . y

(n−1)
1

y2 y′2 . . . y
(n−1)
2

. . . . . . . . . . . . . . .

yn y′n . . . y
(n−1)
n




ϕn
ϕn−1
. . .
ϕ1

 = −


y
(n)
1

y
(n)
2

. . .

y
(n)
n

 .

Îïðåäåëèòåëü ∆ = W (y1, . . . , yn) 6= 0 â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî âñå k2j
ðàçëè÷íû. Òîãäà ϕ1 = −∆′/∆ è ïî ôîðìóëå (8) íàõîäèì u.
×òîáû ïîëó÷èòü ôóíêöèþ Áåéêåðà�Àõèåçåðà

ψ = eX(zn + ϕ1z
n−1 + · · ·+ ϕn),

ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó:
y1 y′1 . . . y

(n−1)
1 y

(n)
1

y2 y′2 . . . y
(n−1)
2 y

(n)
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn y′n . . . y
(n−1)
n y

(n)
n

eX zeX . . . zn−1eX zneX




ϕn
ϕn−1
. . .
ϕ1

1

 =


0
0
. . .
0
ψ

 .

Ïî ïðàâèëó Êðàìåðà, 1 = ψW (y1, . . . , yn)/W (y1, . . . , yn, e
X). �
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Èòàê, ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèì ïóò¼ì, ìû ïîëó÷èëè îãðîìíûé çàïàñ òî÷íûõ
ðåøåíèé ÊäÔ, çàâèñÿùèé îò 2n ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ kj , cj .
Ïîïóòíî, ìû ïîëó÷èëè ÿâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì ïîòåíöèàëîì Áàðãìàííà, òî åñòü, ýòî ïðèìåð òî÷íî
ðåøàåìîé êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó f = ψx/ψ, ìîæíî ïîëó÷èòü èç (11)
òàêæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìÊäÔ ft = fxxx − 6(f2 + λ)fx.

Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè, âåùåñòâåííîñòü â
ïîñòðîåíèÿõ íå èñïîëüçîâàëàñü. Ñëó÷àè, êîãäà ðåøåíèå u âåùåñòâåííî:

1) âñå ïàðàìåòðû âåùåñòâåííû. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè yj ìîæíî
çàïèñàòü (ïåðåîáîçíà÷àÿ cj) â âèäå

yj = sinh(kjx+ 4k3j t+ δj) èëè yj = cosh(kjx+ 4k3j t+ δj);

2) íåêîòîðûå ïàðàìåòðû ÷èñòî ìíèìûå, kj = iκj , à ñîîòâåòñòâóþùèå cj
ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òîãäà

yj = sin(κjx− 4κ3j t+ δj) èëè yj = cos(κjx− 4κ3j t+ δj);

3) åñòü ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, k2 = k∗1 è
c2 = c∗1 (âî âðîíñêèàíå ïðè êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè òîëüêî ïåðåñòàâÿòñÿ
äâà ñòîëáöà).
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Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ áåç ïîëþñîâ âîçìîæíû òîëüêî â
ñëó÷àå 1) è ïðè ýòîì åù¼ íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü íåêîòîðûå ïðàâèëà
âûáîðà cj .

Òåîðåìà 4. Ðåøåíèå (10) âåùåñòâåííî è íå èìååò îñîáåííîñòåé ïðè
x, t ∈ R, åñëè è òîëüêî åñëè kj , cj ∈ R, âñå k2j ïîïàðíî ðàçëè÷íû è íå
ðàâíû 0, è cj óäîâëåòâîðÿþò ïðàâèëó ÷åðåäîâàíèÿ çíàêîâ

cn ≥ 0, −cn−1 ≥ 0, . . . , (−1)n−jcj ≥ 0, . . . , (−1)n−1c1 ≥ 0,

ïðè âûáîðå íóìåðàöèè ïî óáûâàíèþ k2j :

k21 > k22 > · · · > k2n > 0.

Òàêàÿ íóìåðàöèÿ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî λj = −k2j � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
äëÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà è èõ âñåãäà ïðèíÿòî íóìåðîâàòü ïî
âîçðàñòàíèþ (λ1 � îñíîâíîå ñîñòîÿíèå).

Äîêàçàòåëüñòâî, â ïðèíöèïå, ìîæíî èçâëå÷ü èç ÿâíîé ôîðìóëû, íî ýòî
äîâîëüíî óòîìèòåëüíî. Ìû ïîëó÷èì ýòîò ðåçóëüòàò ïîçæå èç áîëåå
îáùèõ óòâåðæäåíèé î ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâàõ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà.
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðàâèëà è äåëàÿ ïåðåîáîçíà÷åíèå Xj = kjx+ 4k3j t+ δj ,
ôîðìóëó äëÿ n-ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

u = −2∂2x logW
(

coshXn, sinhXn−1, . . . ,
sinhX1

coshX1

)
ïðè ÷¼òíîì n,
ïðè íå÷¼òíîì n.

Òàêæå íàïîìíèì, ÷òî ìû îòáðîñèëè ñëó÷àé, êîãäà èìåþòñÿ êðàòíûå íóëè
kj èëè kj = 0. Ñèñòåìà (9) ñòàíîâèòñÿ òîãäà âûðîæäåííîé, íî ýòî íå
îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà (7) íå ðåøàåòñÿ, ïðîñòî òåïåðü óêàçàííûõ
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íåäîñòàòî÷íî è íóæíî èñêàòü äîïîëíèòåëüíûå. Ìû
ïðîïóñòèì ýòîò êëàññ ðåøåíèé, õîòÿ îí äîñòàòî÷íî èíòåðåñåí
(ðàöèîíàëüíûå è ðàöèîíàëüíûå íà ñîëèòîííîì/òðèãîíîìåòðè÷åñêîì
ôîíå). Â ýòîì êëàññå âñå âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ îáÿçàòåëüíî èìåþò
ïîëþñ.
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Èëëþñòðàöèÿ ïðè n = 4

Âîçüìåì êîíêðåòíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ (íè÷åì íå ïðèìå÷àòåëüíûå)

k1 = 0.95, k2 = 0.75, k3 = 0.6, k4 = 0.35,

cj = (−1)n−je2δj , δ1 = −5, δ2 = 1.3, δ3 = 0.3, δ4 = −0.2.

×åðåäîâàíèå çíàêîâ cj îáåñïå÷èâàåò ðåãóëÿðíîñòü ïîòåíöèàëà è
âîëíîâûõ ôóíêöèé.

Îäíà èç ôóíêöèé ψ(z) è ψ(−z) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè
x→ +∞, äðóãàÿ ïðè x→ −∞.

Â òî÷êàõ λj = −k2j ýòè ôóíêöèè ñòàíîâÿòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè
(÷òî è íàïèñàíî â (9)) è îïðåäåëÿþò ñîáñòâåííóþ
(íåíîðìèðîâàííóþ) ôóíêöèþ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà.
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Âîëíîâûå ôóíêöèè ïðè ôèêñèðîâàííîì t
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Íóëè ψ(x, z) è ψ(x,−z)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà íóëè ψ(x, z):

ïðè z ≥ k1 ôóíêöèÿ ψ(x, z) íå èìååò íóëåé íà îñè x;

ïðè óìåíüøåíèè z äî 0, íóëè ¾çàõîäÿò¿ â ψ(x, z) ÷åðåç x = +∞, ïðè
ïðîõîæäåíèè z ÷åðåç kj . Ïðè êàæäîì z ∈ [kj+1, kj), ψ(x, z) èìååò j íóëåé
(n ïðè z ∈ [0, kn));

ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè z íóëè ¾âûõîäÿò¿ ÷åðåç x = −∞, êîãäà z
ïðîõîäèò −kj ;
ó ôóíêöèè ψ(x,−z) åñòåñòâåííî, âñå íàîáîðîò.

Òå æå ñàìûå íóëè, êàê ôóíêöèè îò x:

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ôóíêöèÿ ψ(z) èìååò ðîâíî n íóëåé ïî z:

ψ(z) = eX(z − r1(x)) . . . (z − rn(x)). (12)

Ïðè x→ +∞ ýòè íóëè ðàñïîëîæåíû ïî îäíîìó â êàæäîì èç
èíòåðâàëîâ (kj+1, kj), j = 1, . . . , n− 1.
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Ïðè óìåíüøåíèè x ôóíêöèè rj ìîíîòîííî óáûâàþò è ïðè x→ −∞
ïåðåìåùàþòñÿ â èíòåðâàëû (−kj ,−kj+1), îáìåíèâàÿñü ìåñòàìè ñ íóëÿìè
ψ(−z).
Òî÷êè x, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îáìåí � ýòî íóëè ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé ψ(kj).

Çà èñêëþ÷åíèåì ýòèõ òî÷åê, â êàæäîì èç 2n èíòåðâàëîâ ïî z íàõîäèòñÿ
îäèí íóëü � ëèáî ôóíêöèè ψ(z), ëèáî ôóíêöèè ψ(−z).
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Çàâèñèìîñòü îò t

Îãðàíè÷èìñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ψj = ψ(kj , x, t). Ïîñòðîèì èõ
ãðàôèê ïðè ðàçíûõ t.

Íîðìèðóåì ôóíêöèè òàê, ÷òî ||ψj ||2 =
∫
R ψ

2
j dx = 1.

ψj èìååò j − 1 íóëåé ïî x â ëþáîé ìîìåíò t.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïðèíÿòî èçîáðàæàòü ñäâèíóòûìè íà
ñîîòâåòñòâóþùèé óðîâåíü ýíåðãèè, òî åñòü, â íàøåì ñëó÷àå, íà
λ = −k2j .
Ìû ñäâèíåì íà −2k2j � ýòî ãðàôè÷åñêè áîëåå íàãëÿäíî, òàê êàê ýòè
÷èñëà îòâå÷àþò àìïëèòóäàì ñîëèòîíîâ (òî åñòü, ìàêñèìàëüíîé
ãëóáèíå ïîòåíöèàëüíûõ ÿì).

Êîãäà ñîëèòîíû äîñòàòî÷íî äàëåêî äðóã îò äðóãà, âñå ψj
ëîêàëèçîâàíû âáëèçè ñâîèõ ñîëèòîíîâ.
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Ôàçîâûé ñäâèã

Ïðîàíàëèçèðóåì äâóõ-ñîëèòîííîå ðåøåíèå

−u =
2(k21 − k22)(k21 − k22 + k22 cosh 2X1 + k21 cosh 2X2)

(k1 coshX1 coshX2 − k2 sinhX1 sinhX2)2
,

ãäå
Xj = kjx+ 4k3j t+ dj , k1 > k2 > 0.
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Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ äðóã ÷åðåç äðóãà ñîëèòîíû
âîññòàíàâëèâàþò ôîðìó, ïîäîáíî ðåøåíèÿì ëèíåéíîãî âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ. Îäíàêî, êîå-÷òî âî âçàèìîäåéñòâèè ñîëèòîíîâ ïðîèñõîäèò íå
òàê, êàê ïîäñêàçûâàåò ëèíåéíàÿ èíòóèöèÿ.

Âî-ïåðâûõ, â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ àìïëèòóäû ñîëèòîíîâ íå
ñêëàäûâàþòñÿ, êàê â ëèíåéíîì ñëó÷àå, à óñðåäíÿþòñÿ. Ïðè âñåõ x, t
âåðíà îöåíêà

0 < −u(x, t) < 2k21,

òî åñòü, ðåøåíèå íå ïðåâîñõîäèò àìïëèòóäû ñàìîãî áîëüøîãî ñîëèòîíà.
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Ýòî ìîæíî äîêàçàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (îíà ëåãêî
âûâîäèòñÿ èç ôîðìóë (6) è (12))

−u = 2

n∑
j=1

(k2j − r2j ),

ãäå rj � íóëè ìíîãî÷ëåíà Φ(z); êàê áûëî îòìå÷åíî, â êàæäîì èç
èíòåðâàëîâ [k2j+1, k

2
j ) ñîäåðæèòñÿ îäíî èç çíà÷åíèé r2s .

Âî-âòîðûõ, ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ òðàåêòîðèè ñîëèòîíîâ ñëåãêà
ñìåùàþòñÿ, ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ñäâèã (õîðîøî çàìåòíî ïðè âèäå ñâåðõó).
Âû÷èñëèì åãî äëÿ n = 2. Èìååì:

W = 4

∣∣∣∣ coshX2 sinhX1

k2 sinhX2 k1 coshX1

∣∣∣∣
= (k1 − k2)(eX1+X2 + e−X1−X2) + (k1 + k2)(eX2−X1 + eX1−X2).

Â îêðåñòíîñòè ïðÿìîé X1 = k1x+ 4k21t+ d1 = 0 èìååì îöåíêè (ïîìíèì,
÷òî k1 > k2 > 0, ýêâèâàëåíòíîñòü ∼ ïîíèìàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëÿ):

eX1 ∼ 1, eX2 ∼ e4k2(k
2
2−k

2
1)t =

{
∞ ïðè t→ −∞,
0 ïðè t→ +∞.
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Îòáðàñûâàÿ óáûâàþùèå ýêñïîíåíòû, ïîëó÷àåì

ïðè t→ −∞ : W ∼ (k1 − k2)eX1+X2 + (k1 + k2)eX2−X1

∼ eX2

(
eX1 +

k1 + k2
k1 − k2

e−X1

)
∼ eX2 cosh(X1 − δ12),

ïðè t→ +∞ : W ∼ (k1 − k2)e−X1−X2 + (k1 + k2)eX1−X2

∼ e−X2

(
eX1 +

k1 − k2
k1 + k2

e−X1

)
∼ e−X2 cosh(X1 + δ12),

ãäå

δ12 =
1

2
log

k1 + k2
k1 − k2

.

Òî÷íî òàê æå, ðàññìàòðèâàÿ ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè ïðÿìîé X2 = 0
ìîæíî ïîëó÷èòü ñäâèã ôàçû âòîðîãî ñîëèòîíà δ21 = −δ12.

Ïðè t = −∞ áîëüøîé ñîëèòîí äâèæåòñÿ ïîçàäè ïðÿìîé X1 = 0 ñî
ñäâèãîì −δ12/k1 âäîëü îñè x, à ìàëûé ñîëèòîí âïåðåäè ïðÿìîé X2 = 0 ñî
ñäâèãîì δ12/k2; ïðè t = +∞ çíàêè ñäâèãîâ ìåíÿþòñÿ, áîëüøîé ñîëèòîí
çàáåãàåò âïåð¼ä ñâîåé ïðÿìîé, à ìàëûé îòñòà¼ò îò ñâîåé.

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 3 · 20 ôåâðàëÿ 2023 33 / 36



Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè ôàçîâûå ñäâèãè è â îáùåì ñëó÷àå �
ðàññìàòðèâàÿ ðåøåíèå â ïîëîñå âäîëü ïðÿìîé Xj = 0, îòáðàñûâàÿ
óáûâàþùèå ýêñïîíåíòû è óïðîùàÿ âðîíñêèàí. Ïðèâåäåì òîëüêî îòâåò.
Ïóñòü

δij = −δji =
1

2
log

ki + kj
ki − kj

, i < j.

Òåîðåìà 5. Àñèìïòîòè÷åñêè, n-ñîëèòîííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó ñîëèòîíîâ

u =

n∑
j=1

2k2j

cosh2(kjx+ 4k3j t+ dj ± δj)
, t→ ±∞,

ãäå ôàçîâûé ñäâèã ðàâåí

δj =
∑
i 6=j

δji = −1

2

∑
i<j

log
ki + kj
ki − kj

+
1

2

∑
i>j

log
ki + kj
kj − ki

.
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Èòàê, ïðè t→ −∞, ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñîëèòîíîâ,
óïîðÿäî÷åííûõ ñëåâà íàïðàâî ïî âîçðàñòàíèþ àìïëèòóäû è
ïóòåøåñòâóþùèõ ñî ñêîðîñòÿìè ïðîïîðöèîíàëüíûìè àìïëèòóäå.

Ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ïîðÿäîê ñîëèòîíîâ ìåíÿåòñÿ è ïðè t→ +∞
ñîëèòîíû ðàñïîëàãàþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Ïðè ýòîì îíè âîññòàíàâëèâàþò ôîðìó è åäèíñòâåííûì ðåçóëüòàòîì
âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûé ñäâèã.

Îáùèé ñäâèã δj , êîòîðûé èñïûòûâàåò îäèí ñîëèòîí, ðàâåí ñóììå ñäâèãîâ
δji ïðè ïîïàðíîì âçàèìîäåéñòâèè. Ýôôåêòû îò òðîéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
îòñóòñòâóþò.
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Äîìàøíåå çàäàíèå

3.1. Íàéäèòå âñå ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ

u′1 = u1(−u1 + u2 + u3 + · · ·+ un),

u′2 = u2( u1 − u2 + u3 + · · ·+ un),

. . . . . . . . .

u′n = un( u1 + u2 + u3 + · · · − un).

Ïîêàæèòå, ÷òî åå èíòåãðèðîâàíèå ñâîäèòñÿ ê îäíîé êâàäðàòóðå è îòâåò
çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ãèïåðýëëèïòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. [Ïîäñêàçêà:
îáîçíà÷üòå ñóììó uj îòäåëüíîé áóêâîé.]

Çàìå÷àíèå. Ýòîò ïðèìåð (âîñõîäÿùèé ê Êîâàëåâñêîé) íèêàê íå ñâÿçàí ñ
ñîëèòîíàìè, ïðîñòî óïðàæíåíèå íà òåìó ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Èíòåðåñíûõ
ðåøåíèé ó ýòîé ñèñòåìû íåò. Îäíàêî, ÷óòü áîëåå ñëîæíûå ñèñòåìû ñ
ïîõîæåé ¾êîëëåêòèâíîé¿ ñòðóêòóðîé âçàèìîäåéñòâèÿ (âñå ïîëÿ âõîäÿò â
ïðàâóþ ÷àñòü ÷åðåç ñóììó èëè ÷òî-òî â ýòîì ðîäå) è ñõîäíîé ñõåìîé
ðåøåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, ñì. íàïð.

S. Watanabe, S.H. Strogatz. Constants of motion for superconducting
Josephson arrays. Physica D 74 (1994) 197�253.
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