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Ïðèìåðíîå ñîäåðæàíèå êóðñà

1 Ââåäåíèå. Ñîëèòîí ÊäÔ. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà Çàáóñêè�Êðàñêàëà.
Ìíîãîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ ÷èñëåííî.

2 Íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Âåêòîðíûå ïîëÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå è
ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû, ïåðâûå èíòåãðàëû, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ,
âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ñêîáêè Ïóàññîíà, êëàññè÷åñêèå è
îáîáùåííûå ñèììåòðèè.

3 Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ ÊäÔ. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå
Øð¼äèíãåðà è ÊäÔ êàê åãî äåôîðìàöèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû,
ìÊäÔ. Áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

4 Ëèíåàðèçóåìûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà è Ëèóâèëëÿ,
öåïî÷êè Âîëüòåððû è Òîäû ñ îòêðûòûìè êîíöàìè. Ïðåäñòàâëåíèÿ
ðåøåíèé ÷åðåç îïðåäåëèòåëè.

5 Äðóãèå ïðèìåðû. Ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû. ÍÓØ,
ñèíóñ-Ãîðäîí, öåïî÷êè Òîäû è Âîëüòåððû, ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ.

6 Ïîòåíöèàëû Áàðãìàííà. Îáðûâ ðÿäà äëÿ ôóíêöèè
Áåéêåðà�Àõèåçåðà. Âûâîä ìíîãîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ ÊäÔ,
âðîíñêèàííàÿ ôîðìóëà. Ôàçîâûé ñäâèã.
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7 Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ÊäÔ. Ïðÿìàÿ çàäà÷à.
Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ áûñòðîóáûâàþùèì
ïîòåíöèàëîì. Äàííûå ðàññåÿíèÿ, èõ ýâîëþöèÿ.

8 Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ ÊäÔ. Åå ñâåäåíèå ê ñèñòåìå
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

9 Îáîáù¼ííûå ñèììåòðèè, îïåðàòîð ðåêóðñèè, èåðàðõèÿ ÊäÔ.
Ëîêàëüíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü ïîòîêîâ.

10 Êîíå÷íîçîííûå ðåøåíèÿ ÊäÔ. Âûðàæåíèå 1-çîííîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç
ôóíêöèè ßêîáè. Óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà.

11 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà, îäåâàþùàÿ öåïî÷êà. Ïðèíöèï
ñóïåðïîçèöèè ÏÁ. Âòîðîé ñïîñîá âûâîäà ìíîãîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ
ÊäÔ.

12 Ìåòîä ôàêòîðèçàöèè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Íåêîòîðûå ïðèìåðû
îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà ñ òî÷íûì ñïåêòðîì.

13 Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ è óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå
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Èñòîðè÷åñêèé îáçîð
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(1855) Ëèóâèëëü: óðàâíåíèå uxy = eu (Ó×Ï)

(1862) Áîóð: óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîíà uxy = sinu (ãåîìåòðèÿ)

(1872) Áóññèíåñê: óðàâíåíèå utt ± (uxx + 3u2)xx = 0 (ãèäðîäèíàìèêà)

(1882) Äàðáó: ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ)

(1883) Áýêëóíä: ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà äëÿ ñÃ (ãåîìåòðèÿ)

(1888) Êîâàëåâñêàÿ: òðåòèé ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè âðàùàþùåãîñÿ
òâåðäîãî òåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé (ÎÄÓ)

(1892) Áüÿíêè: ñâîéñòâî ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ÏÁ (ãåîìåòðèÿ)

(1893) Ëàïëàñ: 2D öåïî÷êà Òîäû un,xy = eun+1−un − eun−un−1 (Ó×Ï)

(1895) Êîðòåâåã, äå Ôðèç: óðàâíåíèå ut = uxxx + 6uux (ãèäðîäèíàìèêà)
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(1905) Ïåíëåâå, Ãàìáüå è äð.: êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé áåç êðèòè÷åñêèõ
ïîäâèæíûõ òî÷åê (ÎÄÓ)

(1928) Á¼ð÷íýë, ×îíäè: òåîðèÿ êîììóòèðóþùèõ äèôô. îïåðàòîðîâ (ÎÄÓ)

(1940) Øð¼äèíãåð: ìåòîä ôàêòîðèçàöèè (êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà)

(1948) Áþðãåðñ, Õîïô, Êîóë: óðàâíåíèå ut = uxx + 2uux
(ãèäðîäèíàìèêà)

(1949) Áàðãìàíí: áåçîòðàæàòåëüíûå ïîòåíöèàëû (êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà)

(1951) Ãåëüôàíä, Ëåâèòàí, Ìàð÷åíêî: îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ
(êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà)

(1955) Ôåðìè, Ïàñòà, Óëàì, Òñèíãîó: ÿâëåíèå âîçâðàùàåìîñòè â
íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ (òåîðèÿ ýðãîäè÷íîñòè)

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 1 · 6 ôåâðàëÿ 2023 8 / 30



(1965) Çàáóñêè, Êðàñêàë: êîíöåïöèÿ ñîëèòîíà

(1967) Ãàðäíåð, Ãðèí, Êðàñêàë, Ìèóðà: ðåøåíèå ÊäÔ ìåòîäîì îáðàòíîé
çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

(1967) Òîäà: öåïî÷êà u′′n = eun+1−un − eun−un−1

(1968) Ëàêñ: ïðåäñòàâëåíèå ÊäÔ íà ÿçûêå äèôô. îïåðàòîðîâ

(1970) Êàäîìöåâ, Ïåòâèàøâèëè, Äðþìà: (ut − uxxx − 6uux)x = ±3uyy
(1971) Çàõàðîâ, Øàáàò, Àáëîâèö, Êàóï, Íüþýëë, Ñèãóð:

ÍÓØ iut = uxx ± 2|u|2u è ðîäñòâåííûå óðàâíåíèÿ

(1973) Ãóðåâè÷, Ïèòàåâñêèé: çàäà÷è î ðàñïàäå ðåøåíèé ñ íåñòàíäàðòíûìè
ãðàí. óñëîâèÿìè

(1974) Ìàíàêîâ, Êàö, âàí Ì¼ðáåêå: öåïî÷êà Âîëüòåððû

u′n = un(un+1 − un−1)
(1974) Íîâèêîâ, Äóáðîâèí: êîíå÷íîçîííûå (êâàçèïåðèîäè÷åñêèå) ðåøåíèÿ

(1979) Ôàääååâ, Ñêëÿíèí, Òàõòàäæÿí: êâàíòîâûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è

. . .

è òàê äàëåå. Áîëüøå óðàâíåíèé, ðåøåíèé, ìåòîäîâ è ïðèëîæåíèé
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Óðàâíåíèå ÊäÔ

Óðàâíåíèå ÊäÔ
ut = uxxx + 6uux (1)

îïèñûâàåò îòêëîíåíèå u ïîâåðõíîñòè âîäû îò íóëåâîãî óðîâíÿ â
îäíîìåðíîì êàíàëå ïîñòîÿííîé ãëóáèíû h. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî u� h, à
äëèíû âîëí L� h. Âûâîä èç óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ìîæíî
ïîñìîòðåòü â [Íüþýëë]. Âñå êîýôôèöèåíòû â (1) îáåçðàçìåðåíû, ÷èñëî 6
ââåäåíî äëÿ óäîáñòâà (ìîæíî ðàññòàâèòü ëþáûå êîýôôèöèåíòû,
ðàñòÿãèâàÿ u, x èëè t).

Ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî ÷ëåí uux îïèñûâàåò íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå
âîëí. Â óðàâíåíèè Õîïôà ut = uux îí ïðèâîäèò ê îïðîêèäûâàíèþ.

Â óðàâíåíèè Áþðãåðñà ut = uxx + 2uux îïðîêèäûâàíèå ïîäàâëÿåòñÿ
÷ëåíîì uxx, îòâå÷àþùèì äèññèïàöèè âîëí (çàòóõàíèå).

À â ÊäÔ äîáàâëÿåòñÿ uxxx, îòâå÷àþùèé äèñïåðñèè (ðàñïîëçàíèå). Îí
òàêæå ïîäàâëÿåò îïðîêèäûâàíèå.
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Ïðèìåð. Óðàâíåíèå Õîïôà

Ðåøèì óðàâíåíèå Õîïôà
ut − uux = 0 (2)

ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Ïî êîýôôèöèåíòàì óðàâíåíèÿ âûïèñûâàåì
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó

dt

1
= −dx

u
=
du

0

(èëè, ðàâíîñèëüíî, t′ = 1, x′ = −u, u′ = 0, ãäå øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî
âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé) è èùåì å¼ ïåðâûå èíòåãðàëû. Â ýòîì
ïðèìåðå îíè ëåãêî íàõîäÿòñÿ:

J1 = u, J2 = x+ ut.

Ðåøåíèå u(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâíî èç óðàâíåíèÿ F (J1, J2) = 0, ãäå F
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî ìîæíî çàìåíèòü íà óðàâíåíèå

u = a(x+ ut) (3)

ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé a. (Ïðîâåðüòå ïîäñòàíîâêîé â (2), âû÷èñëÿÿ ux,
ut êàê ïðîèçâîäíûå íåÿâíîé ôóíêöèè).

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 1 · 6 ôåâðàëÿ 2023 11 / 30



Îòâåò (3) êàæåòñÿ èäèîòñêèì (êàê ðåøèòü òàêîå óðàâíåíèå ïðè
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè a?), íî åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âïîëíå
íàãëÿäåí. Ïðè t = 0 èìååì u(x, 0) = a(x), òî åñòü, ôóíêöèÿ a çàäà¼ò
ïðîôèëü u â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0.

Ïðè ëþáîì t, òî÷êè ãðàôèêà u, ëåæàùèå íà ôèêñèðîâàííîé âûñîòå
u = u0, îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì a(x+ u0t) = u0. Òî åñòü, îíè
ïîëó÷àþòñÿ èç íà÷àëüíûõ òî÷åê ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü îñè x íà
ðàññòîÿíèå −u0t. Áîëåå âûñîêèå òî÷êè åäóò áûñòðåå. Â ðåçóëüòàòå,
ãðàôèê ïðîñòî èñïûòûâàåò ïðåîáðàçîâàíèå êîñîãî ñäâèãà. Â íåêîòîðûé
ìîìåíò íåèçáåæíî íàñòóïàåò îïðîêèäûâàíèå.

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 1 · 6 ôåâðàëÿ 2023 12 / 30



Ñîëèòîí ÊäÔ

Âåðí¼ìñÿ ê ÊäÔ. Ñîëèòîí îïðåäåëÿåòñÿ, êàê áûñòðîóáûâàþùåå ðåøåíèå
â âèäå áåãóùåé âîëíû:

u(x, t) = y(x− ct), y, y′, y′′, · · · → 0, x→ ±∞.

Ïîäñòàíîâêà â (1) äàåò ÎÄÓ íà y = y(z):

−cy′ = y′′′ + 6yy′.

Èíòåãðèðóåì, ïîëó÷àåì

y′′ + 3y2 + cy + c1 = 0.

Óìíîæàåì íà 2y′ è èíòåãðèðóåì åùå ðàç:

(y′)2 + 2y3 + cy2 + 2c1y + c2 = 0.

Â ïðèíöèïå, ýòî óðàâíåíèå âèäà y′ = F (y), òî åñòü, ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
ïåðåìåííûìè. Îíî èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:

z =

y∫
y0

dy√
−2y3 − cy2 − 2c1y − c2

.

Â.Ý. Àäëåð Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Ëåêöèÿ 1 · 6 ôåâðàëÿ 2023 13 / 30



Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ýòî òàê íàçûâàåìûé ýëëèïòè÷åñêèé
èíòåãðàë, â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ íå áåðåòñÿ. Êðîìå òîãî, ýòà ôîðìóëà
äà¼ò íå y(z), à z(y). Çàäà÷à îáðàùåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà
ïðèâîäèò ê ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèÿì (ßêîáè èëè Âåéåðøòðàññà). Ìû ê
íèì âåðíåìñÿ, êîãäà áóäåì èçó÷àòü ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÊäÔ.

Íî, ñåé÷àñ íàì íóæåí íå îáùèé ñëó÷àé, à ñïåöèàëüíûé. Ìû çàáûëè ïðî
óñëîâèå áûñòðîóáûâàíèÿ. Îíî òóò æå ôèêñèðóåò êîíñòàíòû c1 = c2 = 0, â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå

(y′)2 + 2y3 + cy2 = 0.

Îíî ðåøàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ (ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðóåìîìó ñëó÷àþ äèôôåðåíöèàëüíîãî áèíîìà,
ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà).

Ïðîùå âñåãî ñäåëàòü òàêèå ìàíèïóëÿöèè:

y = 2v−2 ⇒ y′ = −4v−3v′ ⇒
16v−6(v′)2 + 16v−6 + 4cv−4 = 0 ⇒

4(v′)2 + cv2 = −4.
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Îòñþäà âèäèì, ÷òî äîëæíî áûòü c < 0. Ïîëîæèì c = −4k2, òîãäà èìååì

k2v2 − (v′)2 = 1.

Î÷åâèäíî, ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿþò ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè
v = k−1 cosh(kz + δ). Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå, ïîëó÷àåì ïðåñëîâóòûé ñîëèòîí:

u =
2k2

cosh2(kx+ 4k3t+ δ)
. (4)

Ýòî ðåøåíèå áûëî èçâåñòíî åùå Ðàññåëëó
(õîòÿ îí íå çíàë óðàâíåíèÿ ÊäÔ).

Âñå ÷òî ìû ïîêà âèäèì èç ôîðìóëû (4), ýòî
÷òî ñêîðîñòü ñîëèòîíà ñ ïàðàìåòðîì k
ðàâíà 4k2 è ñîâïàäàåò ñ óäâîåííîé
àìïëèòóäîé. Òî åñòü, ÷åì âûøå ñîëèòîí,
òåì áûñòðåå îí áåæèò. -10 -5 5 10

x
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Èíòåðåñíûå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùåé âîëíû åñòü ó ìíîãèõ óðàâíåíèé
(õîòÿ îíè íå âñåãäà áûâàþò áûñòðîóáûâàþùèìè, íàïðèìåð, êèíêè
âûõîäÿò íà ðàçíûå ïîñòîÿííûå ïðè x→ ±∞).

Áîëåå ïðîäâèíóòîå ñâîéñòâî, óêàçûâàþùåå íà èíòåãðèðóåìîñòü,
çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ó ÊäÔ ìíîãîñîëèòîííûõ ðåøåíèé. Èõ
âûâîä áóäåò îäíîé èç íàøèõ öåëåé íà ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

À ïîêà îáðàòèìñÿ ê ÷èñëåííîìó ñ÷åòó, êîòîðûé ïîçâîëèò ïîñìîòðåòü, êàê
ýòè ðåøåíèÿ óñòðîåíû.
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Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà Çàáóñêè�Êðàñêàëà

Ðàññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ óðàâíåíèÿ ÊäÔ (1) ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå

[ZK] N.J. Zabusky, M.D. Kruskal. Interaction of �solitons� in a collisionless plasma
and the recurrence of initial states. Phys. Rev. Let. 15:6 (1965) 240�243.

(Â ýòîé ñòàòüå è áûë ââåä¼í òåðìèí ñîëèòîí, êàê ñîêðàùåíèå îò solitary

wave pulse � èìïóëüñ â âèäå óåäèí¼ííîé âîëíû, èëè îò solitary wave of

translation � óåäèí¼ííàÿ âîëíà ïåðåíîñà.)

Ýòà äèñêðåòèçàöèÿ èìååò âèä ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ un,m ñ
òàêèì øàáëîíîì (äëÿ êðàòêîñòè, n è m â èíäåêñàõ ïðîïóùåíû):

u-2,0 u-1,0 u0,0 u1,0 u2,0

u0,-1

u0,1
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À èìåííî,

u0,1 − u0,−1 = a(u2,0 − 2u1,0 + 2u−1,0 − u−2,0)
+ 2ah2(u1,0 + u0,0 + u−1,0)(u1,0 − u−1,0). (5)

Óòâåðæäåíèå 1

Óðàâíåíèå (5) àïïðîêñèìèðóåò ÊäÔ ñ øàãîì h ïî x è ah3 ïî t:

un,m ∼ u(x, t), x = nh, t = amh3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿåì â (5) ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà

un+j,m ∼u(x+ jh, t) = u+ jhux +
1

2
j2h2uxx +

1

6
j3h3uxxx +O(h4),

un,m+j ∼u(x, t+ ajh3) = u+ ajh3ut +O(h6).

×ëåíû ñ h0, h1, h2 ñîêðàùàþòñÿ, à ïðè h3 ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

2ah3(ut − uxxx − 6uux) +O(h5) = 0. �
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Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ u(x, 0) ñóììó òðåõ ñîëèòîíîâ
âèäà (4) ñ ðàçíûìè k è δ (íóæíû äâà ñëîÿ ðåø¼òêè ïðè t = 0 è t = ah3).

Âûáåðåì δ òàê, ÷òîáû ñîëèòîíû áûëè äàëåêî äðóã îò äðóãà, òîãäà ýòî
íà÷àëüíîå óñëîâèå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîãî 3-ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ è
äàëüøå îíî ýâîëþöèîíèðóåò ïî÷òè êàê 3-ñîëèòîííîå ðåøåíèå. Íî, â
ìîìåíòû ñòîëêíîâåíèÿ ýòî óæå âîâñå íå ñóììà òðåõ ñîëèòîíîâ!

Åù¼ îäíî óïðîùåíèå � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñåòêà: un+N,m = un,m, ãäå
N = (xmax − xmin)/h. Ýòîò ðàñïðîñòðàí¼ííûé òðþê ïîçâîëÿåò èçáåæàòü
ãðàíè÷íûõ ýôôåêòîâ. Ïðàâäà, íàñòîÿùèå ñîëèòîíû íå ïåðèîäè÷åñêèå, íî
íà áîëüøîì èíòåðâàëå îòëè÷èÿ ïî÷òè íåò.

k = 0.7, 0.85 è 1; ïàðàìåòðû ñåòêè: h = 0.1, a = 0.1
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Ïàðàìåòð h äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàë, ÷òîáû îáåñïå÷èòü õîðîøåå
ïðèáëèæåíèå íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ïî x. Ïàðàìåòð a îòâå÷àåò çà
óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû è òàêæå íå ìîæåò áûòü áîëüøèì, èíà÷å
ðåøåíèå ïîéä¼ò âðàçíîñ. Ýòî çàâèñèò îò êðóòèçíû íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
òàê ÷òî ïàðàìåòð ïðèõîäèòñÿ ïîäáèðàòü îïûòíûì ïóò¼ì.
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Ãðàôèê 3-ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ, êàê ôóíêöèè îò x è t
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Âîñïðîèçâåäåì ðåøåíèå èç [ZK]. Òàì ðàññìàòðèâàëñÿ ðàñïàä
ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû íà 8 îòäåëüíûõ ïè÷êîâ. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå
ïåðèîäè÷åñêîå, îíè íå ìîãóò ðàçîéòèñü è âûíóæäåíû âå÷íî ïðîõîäèòü
äðóã ÷åðåç äðóãà. Òåì íå ìåíåå, èíäèâèäóàëüíîñòü ïè÷êîâ íåïëîõî
ïðîñëåæèâàåòñÿ è Çàáóñêè è Êðàñêàëó ýòîãî áûëî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ãîâîðèòü î ñîëèòîíàõ.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå u = cos 0.15x; N = 400, a = 0.005. Cïðàâà � ãðàôèê èç
[ZK], íà íåì îñü x ïåðåâ¼ðíóòà è ìàñøòàáèðîâàíà. Îí ïðèìåðíî îòâå÷àåò
ìîìåíòó t = 3.6 íà àíèìàöèè ñëåâà.
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Êàê óñòðîåíî ìíîãîñîëèòîííîå ðåøåíèå ÊäÔ

Ïðè t→ −∞ ýòî ñóììà èçîëèðîâàííûõ ñîëèòîíîâ, ðàñïîëîæåííûõ
ñëåâà íàïðàâî ïî âîçðàñòàíèþ. Àìïëèòóäû ó âñåõ ðàçíûå.

Âñå îíè áåãóò íàëåâî, ïðè÷åì ÷åì áîëüøå àìïëèòóäà, òåì áîëüøå
ñêîðîñòü.

Ïðè êîíå÷íûõ t ïðîèñõîäÿò ñòîëêíîâåíèÿ. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò
ëèíåéíûõ âîëí, àìïëèòóäû íå ñêëàäûâàþòñÿ. Íàîáîðîò, ñîëèòîíû
ñëåãêà ðàñïîëçàþòñÿ è êàê áû ïðèñåäàþò. Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
ìàêñèìóì ðåøåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò àìïëèòóäû íàèáîëüøåãî
ñîëèòîíà.

Ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì (ìàññà) ñîõðàíÿåòñÿ â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè. Åñòü è äðóãèå ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû.

Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñîëèòîíû ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàþò ôîðìó,
ðàçìåð è ñêîðîñòü (óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå).

Îäíàêî, îíè íåìíîãî ñìåùàþòñÿ (ôàçîâûé ñäâèã). Áîëåå áûñòðûé
ñîëèòîí ïðîñêàêèâàåò âïåðåä, ìåäëåííûé � ïðèòîðìàæèâàåò.
Âåëè÷èíà ñäâèãà åñòü ôóíêöèÿ îò àìïëèòóä äâóõ ñòàëêèâàþùèõñÿ
ñîëèòîíîâ.
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Ïðè t→ +∞ îïÿòü èìååì ñóììó èçîëèðîâàííûõ ñîëèòîíîâ,
ðàñïîëîæåííûõ ñëåâà íàïðàâî ïî óáûâàíèþ.

Èòîãîâûé ôàçîâûé ñäâèã äëÿ êàæäîãî ñîëèòîíà ðàâåí ñóììå
ôàçîâûõ ñäâèãîâ ïðè ïîïàðíûõ ñòîëêíîâåíèÿõ. Îí íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà ñòîëêíîâåíèé. Äàæå åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò íåñêîëüêî
ñîëèòîíîâ ïîïàäàþò â îäíó òî÷êó, ñäâèãè áóäóò òàêèìè æå, êàê åñëè
áû îíè ñòàëêèâàëèñü ïî î÷åðåäè.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ îáùèìè áûñòðîóáûâàþùèìè íà÷àëüíûìè
äàííûìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîñîëèòîííîå ðåøåíèå ñ ìåëêîé
ðÿáüþ íà åãî ôîíå.
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Ýòè ñâîéñòâà õàðàêòåðíû äëÿ ìíîãèõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé, ñ
âàðèàöèÿìè è óñëîæíåíèÿìè. Íàïðèìåð, â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè
ïîëÿìè ñîëèòîíû ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ íå äâóìÿ ïàðàìåòðàìè k, δ, à
áîëüøèì ÷èñëîì. Ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ýòè ïàðàìåòðû ìîãóò êàê-òî
ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ. Ìîæåò äàæå ïðîèñõîäèòü ðàñïàä è ñëèÿíèå
ñîëèòîíîâ, ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì.

Êðîìå ñîëèòîíîâ, âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå òèïû òî÷íûõ ðåøåíèé � êèíêè
(ðàçíûå ïðåäåëû ïðè x→ ±∞), ñîëèòîíû îãèáàþùåé (òî åñòü, ñîëèòîíû
â âèäå îñöèëëèðóþùèõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ), áðèçåðû (ïóëüñèðóþùèå
ñîëèòîíû) è åùå áîëåå ýêçîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ (â ÊäÔ ýòîãî íåò).

Âàæíîå ñâîéñòâî èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé � îíè äîïóñêàþò òî÷íûå
ðåøåíèÿ, ñîñòàâëåííûå èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé.

Íåèíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò.
Ïîëóýìïèðè÷åñêèé ôàêò: áûâàþò óðàâíåíèÿ, ó êîòîðûõ åñòü
2-ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ, íî íåò 3-ñîëèòîííûõ. Íî, åñëè óðàâíåíèå
äîïóñêàåò 3-ñîëèòîííîå ðåøåíèå, òî îíî èíòåãðèðóåìî è äîïóñêàåò
n-ñîëèòîííîå ðåøåíèå ñ ïðîèçâîëüíûì n.
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ïðèìåð. Ñèñòåìà øàðîâ è ÿùèêîâ

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ëåíòó, ðàçáèòóþ íà êëåòêè. Â ìîìåíò t â
êîíå÷íîì ÷èñëå êëåòîê ðàçìåùåíî ïî îäíîìó øàðó. ×òîáû ïåðåéòè ê
ìîìåíòó t+ 1, ïåðåíåñ¼ì êàæäûé øàð ïî î÷åðåäè, íà÷èíàÿ ñ êðàéíåãî
ëåâîãî è êîí÷àÿ êðàéíèì ïðàâûì, â áëèæàéøóþ ñâîáîäíóþ êëåòêó
ñïðàâà îò íåãî; ïðè ýòîì êàæäûé øàð ïåðåíîñèòñÿ òîëüêî îäèí ðàç.
Çàòåì âåñü ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ, êàæäûé ðàç ñ ëåâîãî êðàÿ.

×òîáû íå ïåðåäâèíóòü øàð äâàæäû, óäîáíî ïîìåùàòü åãî íå â èñõîäíóþ
ëåíòó, à â å¼ êîïèþ ñíèçó.

i

t

Ðàçíûå êîïèè ëåíòû èçîáðàæàþò ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç 0 è 1, c êîíå÷íûì ÷èñëîì
åäèíèö.
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Ïóñòü xti ∈ {0, 1} îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå i-é êëåòêè â ìîìåíò t, òîãäà
ýâîëþöèÿ ñîãëàñíî îïèñàííîìó ïðàâèëó çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

xt+1
i =

 1 åñëè xti = 0 è
i−1∑

k=−∞
(xtk − x

t+1
k ) > 0,

0 èíà÷å.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé âñå
ïåðåìåííûå äèñêðåòíû: è ïðîñòðàíñòâåííàÿ (ïîçèöèÿ íà ëåíòå), è
âðåìåííàÿ (íîìåð õîäà) è ïîëåâàÿ (ñîñòîÿíèå êëåòêè). Òàêèå ñèñòåìû
èíîãäà íàçûâàþò óëüòðàäèñêðåòíûìè (ðàçíîâèäíîñòü êëåòî÷íûõ
àâòîìàòîâ).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà øàðîâ è ÿùèêîâ èíòåãðèðóåìà: øàðû
äåìîíñòðèðóþò ÿðêî âûðàæåííîå ñîëèòîííîå ïîâåäåíèå. Â êàêîì-òî
ñìûñëå, ýòî ñàìàÿ íàãëÿäíàÿ ñîëèòîííàÿ ñèñòåìà, êîòîðóþ ìîæíî
âîîáðàçèòü.
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Ðîëü ñîëèòîíà â äàííîé ìîäåëè èãðàåò ãðóïïà èç n øàðîâ èäóùèõ
ïîäðÿä. Îíà äâèæåòñÿ íàïðàâî ñî ñêîðîñòüþ n êëåòîê çà õîä. ×åì
áîëüøå n, òåì áîëüøå ñêîðîñòü. Ïóñòü ñïðàâà èìååòñÿ (äîñòàòî÷íî
äàëåêî) äðóãàÿ ãðóïïà èç m < n øàðîâ.

Â êàêîé-òî ìîìåíò ïðîèçîéä¼ò ñòîëêíîâåíèå. Íåêîòîðîå âðåìÿ øàðû
îáìåíèâàþòñÿ ìåñòàìè. Ïîòîì âçàèìîäåéñòâèå çàêàí÷èâàåòñÿ è
îáðàçóåòñÿ îïÿòü äâå îòäåëüíûå ãðóïïû èç òîãî æå ñàìîãî ÷èñëà øàðîâ,
íî òåïåðü áîëåå áûñòðàÿ ãðóïïà áóäåò ïðàâåå. Ïðè ýòîì, ãðóïïû
ïîëó÷àþò íåêîòîðûé ôàçîâûé ñäâèã, òî åñòü, èõ òðàåêòîðèè ñìåùàþòñÿ
îòíîñèòåëüíî òåõ ïðÿìûõ, ïî êîòîðûì îíè ðàñïðîñòðàíÿëèñü âíà÷àëå.
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Åñëè âçÿòü íåñêîëüêî ãðóïï ðàçäåë¼ííûõ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè
ïðîìåæóòêàìè (òàê, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èõ ìîæíî ñ÷èòàòü
èçîëèðîâàííûìè), òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå îíè ïðîâçàèìîäåéñòâóþò
è ðàçîéäóòñÿ, âîññòàíîâèâ èñõîäíûå êîëè÷åñòâà øàðîâ â êàæäîé ãðóïïå.

Ýòî âåðíî, äàæå åñëè âûáðàòü íà÷àëüíîå ðàñïîëîæåíèå òàê, ÷òîáû âñå
òðàåêòîðèè ïåðåñåêàëèñü â îäíîì ìåñòå � âñ¼ ðàâíî ñèñòåìà
âîññòàíîâèòñÿ. Áîëåå òîãî, îêîí÷àòåëüíûé ôàçîâûé ñäâèã êàæäîé
ãðóïïû áóäåò òàêîé æå, êàê åñëè áû ãðóïïû âçàèìîäåéñòâîâàëè òîëüêî
ïîïàðíî. Ýôôåêòû òðîéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îòñóòñòâóþò, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ box-ball ìîäåëè ýòè ñâîéñòâà ëåãêî ïðîíàáëþäàòü íà êîìïüþòåðå, íî
ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî äîâîëüíî ñëîæíî � ñèñòåìà ïðîñòà ëèøü íà
ïåðâûé âçãëÿä.
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Äîìàøíåå çàäàíèå

Âî âñåõ çàäà÷àõ, ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ è ïðî÷èå çàäàíèÿ ñâÿçàííûå ñ

ïðîãðàììèðîâàíèåì íå ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè.

1.1. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, è ñêîðîñòü, è àìïëèòóäà ñîëèòîíà (4)
îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðîì k. À ÷åìó ðàâíà õàðàêòåðíàÿ øèðèíà ýòîãî
ñîëèòîíà? Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì (= ìàññà ñîëèòîíà) è
íàéäèòå øèðèíó, çàìåíèâ ñîëèòîí ðàâíîâåëèêèì ðàâíîáåäðåííûì
òðåóãîëüíèêîì ñ âûñîòîé, ðàâíîé àìïëèòóäå ñîëèòîíà.

1.2. Ðåøèòå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê äâóìåðíîå óðàâíåíèå òèïà Õîïôà

ut = uux + u2uy, u(x, y, 0) = a(x, y).

Âûáåðèòå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå a(x, y) = sinx cos y èëè ñàìîñòîÿòåëüíî,
ïîñòðîéòå ãðàôèêè ðåøåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ìîìåíòîâ t.
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1.3. Íàéäèòå áåãóùèå âîëíû â âèäå ñîëèòîíîâ èëè êèíêîâ (ðàçíûå
ïðåäåëû ïðè x→ ±∞) äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ÊäÔ

ut = uxxx ± 6u2ux. (mKdV±)

Â ýòîì óðàâíåíèè, êàê è â ÊäÔ, êîýôôèöèåíòû ìîæíî ðàñòÿãèâàòü, íî
åñëè ðàáîòàòü òîëüêî ñ âåùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè, òî çíàê ïîìåíÿòü
íåâîçìîæíî. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ ðàçíûìè
çíàêàìè óñòðîåíû ïî ðàçíîìó (õîòÿ ìíîãèå ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå
ñâîéñòâà óðàâíåíèé îò çíàêà íå çàâèñÿò). Íóæíî àêêóðàòíî ðàçîáðàòü
îáà ñëó÷àÿ ïî îòäåëüíîñòè. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.

1.4. Òî æå ñàìîå äëÿ óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà (èëè óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé
ñòðóíû)

utt ± (uxx + 3u2)xx = 0. (Bsq±)
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