
Â.Ý. Àäëåð · Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû

Ëåêöèÿ 13 · 2 ìàÿ 2022

Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ



×òî ìû ïðîøëè

(ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè, â îñíîâíîì � íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå
óðàâíåíèÿ ÊäÔ)

ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà èëè íóëåâîé êðèâèçíû

çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

ñèììåòðèè (êëàññè÷åñêèå è âûñøèå)

îïåðàòîð ðåêóðñèè

ïîäñòàíîâêè òèïà Ìèóðû

ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó�Áýêëóíäà

ðåøåíèÿ:
I ìíîãîñîëèòîííûå (ïîòåíöèàëû Áàðãìàííà)
I êîíå÷íîçîííûå (óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà è Äóáðîâèíà)
I àâòîìîäåëüíûå (óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå)

ñëåãêà çàòðîíóëè äðóãèå òèïû óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè:
I öåïî÷êè (Âîëüòåððû, Òîäû, îäåâàþùàÿ)
I äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ (ñóïåðïîçèöèÿ ÏÁ)



×òî ìû íå ïðîøëè

òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà íà àëãåáðàõ Ëè

ëàãðàíæåâà è ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà, áè-ãàìèëüòîíîâîñòü

r-ìàòðè÷íûé ôîðìàëèçì

áèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Õèðîòû

ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ

çàäà÷è ñ ¾íåèíòåãðèðóåìûìè¿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (òèïà çàäà÷
Ãóðåâè÷à�Ïèòàåâñêîãî)

ðàçëè÷íûå êëàññû óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè:
I èíòåãðèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ (ïðèìåð � áèëëèàðä â êâàäðèêå)
I çàäà÷è ìíîãèõ òåë (ïðèìåð � ñèñòåìà Êàëîäæåðî�Ìîçåðà äëÿ
ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ÊäÔ)

I òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ (ïðèìåð � óðàâíåíèå
Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè)

ñâÿçè ñ êâàíòîâûìè èíòåãðèðóåìûìè ìîäåëÿìè



Âñå ýòè òåìû è ñþæåòû
òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ
äðóãîì.

Ñïðàâà ñõåìà èç ó÷åáíèêà

À. Íüþýëë. Ñîëèòîíû â
ìàòåìàòèêå è ôèçèêå, 1989.

Íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå
ïðîäâèíóòàÿ ñõåìà èç
îáçîðà íà êîíôåðåíöèè,
ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ
óðàâíåíèÿ ÊäÔ

R.K. Bullough, P.J. Caudrey.
Solitons and the Korteweg�de
Vries Equation: integrable
systems in 1834�1995. Acta
Appl. Math. 39 (1995) 193�228.





Íåêîòîðûå çíàêîìûå ôîðìóëû ìîæíî ðàçãëÿäåòü â ëåâîé ÷àñòè ñõåìû.
Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà êâàíòîâûì èíòåãðèðóåìûì ìîäåëÿì, êîòîðûå
âû áóäåòå èçó÷àòü íà ïîñëåäóþùèõ êóðñàõ.

Èç ñâÿçåé ìåæäó ýòèìè ÷àñòÿìè, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî âû÷èñëåíèå
íåêîòîðûõ ñòàòñóìì ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Ïåíëåâå è, â áîëåå îáùåì
ñëó÷àå, ê ¾ñòðóííûì¿ óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ âûñøèõ ïîòîêîâ ÊäÔ ïëþñ êëàññè÷åñêàÿ
ñèììåòðèÿ Ãàëèëåÿ. (Âíèçó ñõåìû)

Íàïîñëåäîê, îñòàíîâèìñÿ êîðîòêî íà îäíîì èç öåíòðàëüíûõ ïîíÿòèé â
ïðàâîé ÷àñòè ñõåìû � óðàâíåíèè ßíãà�Áàêñòåðà. Îêàçûâàåòñÿ, è â
íàøåì êóðñå íå÷òî ïîäîáíîå òîæå áûëî, õîòÿ â äðóãîì êîíòåêñòå.



Óðàâíåíèå ßíãà�Áàêñòåðà

Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

R : V ⊗ V → V ⊗ V,

ãäå V íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

Rij : V ⊗ V ⊗ V → V ⊗ V ⊗ V,

Rij

Vi

Vi

V j V j

äåéñòâóþùåå êàê R íà i-é è j-é êîìïîíåíòå ïðîèçâåäåíèÿ è òîæäåñòâåííî
íà îñòàâøåéñÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî R óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ßíãà�Áàêñòåðà,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (íà ñõåìå çàïèñàíî â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ)

R23R13R12 = R12R13R23.

Ñìûñë ýòîãî óðàâíåíèÿ îçíà÷àåò ¾ñîâìåñòíîñòü îòîáðàæåíèÿ âîêðóã
êóáà¿, ïðè÷¼ì i-ÿ êîïèÿ ïðîñòðàíñòâà V àññîöèèðóåòñÿ ñ ïàðàëëåëüíûìè
ð¼áðàìè êóáà, à ñàìî îòîáðàæåíèå R � ñ ãðàíüþ êóáà.



Èñïîëüçóÿ ãðàíè íà êóáå, ìîæíî îòîáðàçèòü V ⊗ V ⊗ V â ñåáÿ äâóìÿ
ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Óðàâíåíèå ßíãà�Áàêñòåðà îçíà÷àåò, ÷òî îíè
ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó.
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×òî ýòî íàïîìèíàåò? Êîíå÷íî, ôàçîâûé ñäâèã ïðè âçàèìîäåéñòâèè
ñîëèòîíîâ. Åãî îêîí÷àòåëüíàÿ âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà
ñòîëêíîâåíèé. Äëÿ òð¼õ ñîëèòîíîâ åñòü äâà âîçìîæíûõ ñöåíàðèÿ:
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Íî ýòî åù¼ íå âñ¼: àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò òàêæå ôîðìóëû
ñóïåðïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó�Áýêëóíäà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ìíîãîñîëèòîííûõ ðåøåíèé, ìû èñïîëüçîâàëè îòîáðàæåíèå

vij = v − αi − αj

vi − vj
,

ãäå ïåðåìåííûå v ïðèïèñàíû âåðøèíàì êâàäðàòà è ñèììåòðè÷íû ïî
èíäåêñàì, à ïàðàìåòðû α ïðèïèñàíû ð¼áðàì (èëè êîîðäèíàòíûì
íàïðàâëåíèÿì). Ïî çàäàííûì v, v1, v2, v3 ìîæíî âû÷èñëèòü

v123 = − (α2 − α1)v1v2 + (α3 − α2)v2v3 + (α1 − α3)v3v1
(α2 − α1)v3 + (α3 − α2)v1 + (α1 − α3)v2

òðåìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè (íàïðèìåð, ñíà÷àëà v13, v23, è ïî íèì v123),
äàþùèìè îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò.
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Ýòî òà æå ñàìàÿ ñîâìåñòíîñòü âîêðóã êóáà, îòëè÷èÿ ñâÿçàíû ëèøü ñ
äðóãèì ñïîñîáîì âûáîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Åñëè âìåñòî v, v1, v2, v3 âûáðàòü íà÷àëüíûå äàííûå v, v1, v12, v123 â äðóãèõ
÷åòûð¼õ âåðøèíàõ, òî ïîëó÷àòñÿ òå æå äâà ñïîñîáà ðàñêðàñêè, ÷òî
ðàíüøå.

Òàêæå, ìîæíî ïåðåéòè îò ïåðåìåííûõ v â âåðøèíàõ ê ïåðåìåííûì íà
ð¼áðàõ (óäîâëåòâîðÿþùèì îäåâàþùåé öåïî÷êå, åñëè âñïîìíèòü ïðî x)

f1 = v1 − v, f2 = v12 − v1, f3 = v123 − v12.

Ýòî ïðèâîäèò ê ïðèìåðó íåëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

R : ((fi, αi), (fj , αj)) 7→
((
fj +

αj − αi

fi + fj
, αi),

(
fi +

αi − αj

fi + fj
, αj

))
,

óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ ßíãà�Áàêñòåðà.


