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Êîíå÷íîçîííûå ðåøåíèÿ ÊäÔ



Óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà

Íà ïðîøëîé ëåêöèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå ÊäÔ

ut = uxxx − 6uux (1)

äîïóñêàåò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîììóòàòèâíûõ è ëîêàëüíûõ
ñèììåòðèé (un = ∂nx (u), D = Dx)

ut1 = u1

ut2 = u3 − 6uu1

ut3 = D(u4 − 10uu2 − 5u21 + 10u3)

ut4 = D(u6 − 14uu4 − 28u1u3 − 21u22 + 70u2u2 + 70uu21 − 35u4)

. . .

Èõ ìîæíî ñòðîèòü ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà ðåêóðñèè

R = D2 − 4u− 2uxD
−1,

ïî ôîðìóëå
utn = gn = Rn−1(ux), n = 1, 2, . . . .



Ñèììåòðèåé ÿâëÿåòñÿ è ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèè êîíå÷íîãî
÷èñëà ýòèõ ïîòîêîâ. Ñåãîäíÿøíÿÿ öåëü � èññëåäîâàòü ñòàöèîíàðíîå
óðàâíåíèå äëÿ òàêîé ñèììåòðèè, òî åñòü, ÎÄÓ ïîðÿäêà 2n+ 1 âèäà

G = gn+1 + c1gn + · · ·+ cng1 = 0, (2)

÷òî âïåðâûå áûëî ñäåëàíî â ñòàòüå

Ñ.Ï. Íîâèêîâ. Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà.

Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 8:3 (1974) 54�66.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñèììåòðèè, (2) îïðåäåëÿåò ñâÿçü, ñîâìåñòíóþ ñ
äèíàìèêîé ïî t â ñèëó ÊäÔ, òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

Dt(G) = (D3 − 6uD − 6u1)(G) = 0.

Óðàâíåíèå (2) îäèí ðàç èíòåãðèðóåòñÿ, òàê êàê âñå gj � ïîëíûå
ïðîèçâîäíûå ïî x. Óðàâíåíèå ïîðÿäêà 2n

A = an+1 + c1an + · · ·+ cna1 + cn+1 = 0, gj = D(aj), (3)

òàêæå ñîâìåñòíî ñ äèíàìèêîé ïî t: ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

Dt(A) = (D3 − 6uD)(A) = 0,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ cn+1 îò t íå çàâèñèò.

http://mi.mathnet.ru/faa2358


Óðàâíåíèå (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

utn+1 + c1utn + · · ·+ cnut1 = 0

� ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà,
îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u = F (c1tn+1 − tn, c2tn+1 − tn−1, . . . , cntn+1 − t1),

òî åñòü, ôóíêöèÿ îò n ¾ôàç¿. Ïîýòîìó, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà
èíîãäà íàçûâàþò n-ôàçíûìè. Êîíå÷íî, ýòî åùå íàäî èíòåðïðåòèðîâàòü
(÷òî òàêîå tj è ÷åìó ðàâíà F ).

Äðóãîå íàçâàíèå � n-çîííûå ðåøåíèÿ, áóäåò îáúÿñíåíî ÷óòü ïîçæå.

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (3) ñâîäèòñÿ ê
êâàäðàòóðàì, õîòÿ è äîâîëüíî ñëîæíûì.



Ïëàí ëåêöèè:

ðàçáîð ñëó÷àÿ n = 1, ñâåäåíèå ê ôóíêöèÿì ßêîáè

ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, äëÿ n = 2

ïðîèçâîëüíîå n: ïîíèæåíèå ïîðÿäêà, óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà

èíòåãðèðîâàíèå â êâàäðàòóðàõ (áåç θ-ôóíêöèé)

Çàìå÷àíèå. Íåàâòîíîìíûå (è íåëîêàëüíûå, ïðè n > 2) ñèììåòðèè ÊäÔ

uτn = hn = Rn−1(6tux − 1), n = 1, 2, . . .

ïðèâîäÿò ê åùå áîëåå îáùèì ñâÿçÿì, ñîâìåñòíûì ñ ÊäÔ: âìåñòî (2)
ïîëó÷àþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ñòðóííûå óðàâíåíèÿ

c0gn+1 + c1gn + · · ·+ cng1 + hm+1 + C1hm + · · ·+ Cmh1 = 0.

Îíè èçó÷àþòñÿ ñ 90-õ, íî îáùåé òåîðèè äî ñèõ ïîð íåò. Ýòî óðàâíåíèÿ
òèïà Ïåíëåâå, òî åñòü, ó íèõ åñòü íåêîòîðûå õîðîøèå àíàëèòè÷åñêèå
ñâîéñòâà, íî â êâàäðàòóðàõ îíè íå èíòåãðèðóþòñÿ äàæå ïðè m = 0, òî
åñòü, åñëè äîáàâëåí ëèøü îäèí ïðîñòåéøèé ÷ëåí h1 = 6tux − 1.



1-çîííîå ðåøåíèå

Ïðè n = 1 èìååì óðàâíåíèå

uxxx − 6uux + cux = 0 ⇔ ut + cux = 0.

Î÷åâèäíî, ýòî ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùåé âîëíû u(x, t) = u(x− ct) � òîò
ïðèìåð, ñ êîòîðîãî ìû íà÷àëè ïåðâóþ ëåêöèþ (ñ òî÷íîñòüþ äî òîãî, ÷òî
ïîçæå ìû ïîìåíÿëè çíàê u). Îäíàêî, òîãäà ìû òðåáîâàëè, ÷òîáû ðåøåíèå
áûëî áûñòðîóáûâàþùèì, ÷òî ôèêñèðîâàëî íóëåâûå çíà÷åíèÿ ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ. Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì, ÷òî áóäåò, åñëè íå äåëàòü ýòîãî.
Äâóêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå äà¼ò

uxxx = 6uux − cux ⇒ u2x = 2u3 − cu2 + c1u+ c2 = P (u).

Îòñþäà u íàõîäèòñÿ â íåÿâíîì âèäå ïðè ïîìîùè êâàäðàòóðû:∫
du√
P (u)

= x− ct+ δ.

Âûÿñíèì, êàê íóæíî âûáèðàòü ìíîãî÷ëåí P è íà÷àëüíîå óñëîâèå, ÷òîáû
ðåøåíèå áûëî îãðàíè÷åííûì íà âåùåñòâåííîé îñè.



Óðàâíåíèå u2x = P (u) èìååò ïðîñòóþ ìåõàíè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ �
äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì − 1

2P (u), íà íóëåâîì óðîâíå
ýíåðãèè (x èãðàåò ðîëü âðåìåíè).

Íàðèñóåì â ôàçîâîé ïëîñêîñòè (u, ux) ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà − 1
2P (u)

(êðàñíûé) è êðèâóþ u2x = P (u) (ñèíÿÿ). Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ
êîðíåé âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ (òî÷íåå, ïÿòü, òàê êàê îâàë è ïåòëÿ ìîãóò
âûðîæäàòüñÿ â òî÷êó).
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Äâèæåíèþ ïî îâàëó îòâå÷àåò ñëó÷àé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå,
ýòî îãðàíè÷åííîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå.
Íåîãðàíè÷åííûì âåòâÿì îòâå÷àþò, â ïëîñêîñòè (x, u), ïîëþñíûå

ðåøåíèÿ � ÷àñòèöà çà êîíå÷íîå âðåìÿ óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü.
Ïåòëÿ íà ñðåäíåì ðèñóíêå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè êðàé ÿìû íàõîäèòñÿ òî÷íî

íà íóëåâîì óðîâíå ýíåðãèè. Åé îòâå÷àåò ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå,
ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèì
ïåðèîäîì. Ýòî è åñòü ñîëèòîí.



Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïî îâàëó â ñëó÷àå, êîãäà âñå êîðíè âåùåñòâåííû è
ðàçëè÷íû. Óðàâíåíèå äëÿ u ñîâïàäàåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé çàìåíû,
ñ óðàâíåíèåì äëÿ ℘-ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà

(℘′)2 = 4℘3 − g2℘− g3,

íî, òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ èìååò ïîëþñ â íóëå, òî óäîáíåå âûðàçèòü îòâåò
÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè.

Ôóíêöèè ßêîáè

Ýòî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

(snx)′ = dnx cnx, (cnx)′ = −dnx snx, (dnx)′ = −k2 snx cnx,

sn 0 = 0, cn 0 = 1, dn 0 = 1.

Ïàðàìåòð k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 ≤ k ≤ 1.

Ïåðâûå èíòåãðàëû:

sn2 x+ cn2 x = 1, k2 sn2 x+ dn2 x = 1.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ïîëîæèòü

u = K1 +K2 cn2(bx; k),

òî u2x áóäåò ðàâíî ìíîãî÷ëåíó òðåòåé ñòåïåíè îò cn2, òî åñòü, îò ñàìîãî u.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå u2x = P (u) = 2u3 − cu2 + c1u+ c2 è ñðàâíèâàÿ
êîýôôèöèåíòû ïðè u3 è u2, âûðàæàåì K1, K2 ÷åðåç b, è k:

u(x, t) =
4b2(2k − 1) + c

6
− 2b2k cn2(b(x− ct) + d, k).

Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ êíîèäàëüíàÿ âîëíà.



Êîýôôèöèåíòû c1 è c2 òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç b, è k, íî ýòè ôîðìóëû
îñîáî íå íóæíû.

Çà ñ÷¼ò ðàñòÿæåíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü b = 1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ
ïîçâîëÿåò óíè÷òîæèòü ñâîáîäíûé ÷ëåí (÷òî îòâå÷àåò c = 4− 8k), òîãäà
ãðàôèê áóäåò êàñàòüñÿ îñè x. Íàêîíåö, d óíè÷òîæàåòñÿ ñäâèãîì x èëè t è
ðåøåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

u = −2k cn2(x+ 8kt).

Çäåñü îñòà¼òñÿ ëèøü îäèí ñóùåñòâåííûé ïàðàìåòð k.

Â ïðåäåëå k → 0 ôóíêöèè ßêîáè ïåðåõîäÿò â îáû÷íóþ òðèãîíîìåòðèþ,
íî ïðè ýòîì àìïëèòóäà u ñòðåìèòñÿ ê 0.

Ïðåäåë k → 1 îòâå÷àåò ñîëèòîíó. Ïè÷êè â êíîèäàëüíîé âîëíå
ðàçúåçæàþòñÿ äðóã îò äðóãà è â ïðåäåëå îñòàåòñÿ ñîëèòîííîå ðåøåíèå.
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Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè n = 2

Óðàâíåíèå (3) ýêâèâàëåíòíî 2n-ìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ïî x,
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ u, u1, . . . , u2n−1. Ñàìî óðàâíåíèå ÊäÔ òîæå
ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ïî t äëÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ.
Íà ýòîì ÿçûêå ñîâìåñòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðíûå
ïîëÿ êîììóòèðóþò.

Ïðè n = 2 èìååì òàêèå äâå ñîâìåñòíûå ñèñòåìû (ñì. âûâîä â ïðîãðàììå)
ux = u1,

u1,x = u2,

u2,x = u3,

u3,x = 10uu2 + 5u21 − 10u3 − c1(u2 − 3u2)− c2u− c3,

(4)



ut = u3 − 6uu1,

u1,t = (4u− c1)u2 − u21 − 10u3 + 3c1u
2 − c2u− c3,

u2,t = (4u− c1)u3 + 2u1u2 − (30u2 − 6c1u+ c2)u1,

u3,t = 6u1u3 + 2u22 + (10u2 − 8c1u− c2 + c21)u2 − (40u− c1)u21

− 40u4 + 22c1u
3 − (4c2 + 3c21)u2 + (c1c2 − 4c3)u+ c1c3.

(5)



Çàäàäèì ïàðàìåòðû è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ u, u1, u2, u3 ïðè (x, t) = (0, 0).

Ðåøèì ÷èñëåííî çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (4) ïî x äî íåêîòîðîãî x1.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â òî÷êàõ x+ j∆x èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ
óñëîâèé äëÿ ñèñòåìû (5) ïî t äî íåêîòîðîãî t1.

Ïîëó÷èì íàáîð êðèâûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñå÷åíèÿ ãðàôèêà ðåøåíèÿ,
ïàðàëëåëüíûå îñè t. Øàã ∆x âëèÿåò íå íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ, à ëèøü
íà òî, íàñêîëüêî ïëîòíî ðàñïîëîæåíû êðèâûå.

Ìåíÿÿ ðîëÿìè x è t,
ïîëó÷èì ñå÷åíèÿ,
ïàðàëëåëüíûå îñè x.
Êîììóòàòèâíîñòü
ãàðàíòèðóåò, ÷òî îáà íàáîðà
êðèâûõ ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êàõ ñåòêè, òàê ÷òî
ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ
ïîâåðõíîñòü. Åñëè âçÿòü
øàãè äîñòàòî÷íî
ìàëåíüêèìè, ïîëó÷àåòñÿ 3D
ãðàôèê ðåøåíèÿ.
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òî÷êàõ ñåòêè, òàê ÷òî
ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ
ïîâåðõíîñòü. Åñëè âçÿòü
øàãè äîñòàòî÷íî
ìàëåíüêèìè, ïîëó÷àåòñÿ 3D
ãðàôèê ðåøåíèÿ.



Çàäàäèì ïàðàìåòðû è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ u, u1, u2, u3 ïðè (x, t) = (0, 0).

Ðåøèì ÷èñëåííî çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (4) ïî x äî íåêîòîðîãî x1.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â òî÷êàõ x+ j∆x èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ
óñëîâèé äëÿ ñèñòåìû (5) ïî t äî íåêîòîðîãî t1.

Ïîëó÷èì íàáîð êðèâûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñå÷åíèÿ ãðàôèêà ðåøåíèÿ,
ïàðàëëåëüíûå îñè t. Øàã ∆x âëèÿåò íå íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ, à ëèøü
íà òî, íàñêîëüêî ïëîòíî ðàñïîëîæåíû êðèâûå.

Ìåíÿÿ ðîëÿìè x è t,
ïîëó÷èì ñå÷åíèÿ,
ïàðàëëåëüíûå îñè x.
Êîììóòàòèâíîñòü
ãàðàíòèðóåò, ÷òî îáà íàáîðà
êðèâûõ ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êàõ ñåòêè, òàê ÷òî
ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ
ïîâåðõíîñòü. Åñëè âçÿòü
øàãè äîñòàòî÷íî
ìàëåíüêèìè, ïîëó÷àåòñÿ 3D
ãðàôèê ðåøåíèÿ.



Êàê è â îäíîçîííîì ñëó÷àå, âàæíîå çíà÷åíèå èìååò âûáîð ïàðàìåòðîâ è
íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Åñëè âûáðàòü íåóäà÷íî, òî ðåøåíèå áóäåò èìåòü
ïîëþñû: ïðè ÷èñëåííîì ñ÷¼òå ðåøåíèå ñòàíåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè è
ïðîèçîéäåò îøèáêà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âûáðàòü î÷åíü óäà÷íî, òî ìîæíî ïîëó÷èòü è
äâóõñîëèòîííûå ðåøåíèÿ � êàê è ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, îíè ÿâëÿþòñÿ
ñïåöèàëüíûìè ñåïàðàòðèñíûìè ðåøåíèÿìè.



Óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà

Ïåðåéäåì ê ïðîèçâîëüíîìó n. ßñíî, ÷òî â ïåðåìåííûõ uj ðàáîòàòü
òðóäíî. Íåîáõîäèìî âûáðàòü íåêîòîðûå íîâûå êîîðäèíàòû, ÷òî áûëî
ñäåëàíî â ñòàòüå

Á.À. Äóáðîâèí. Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà
â êëàññå êîíå÷íîçîííûõ ïîòåíöèàëîâ. Ôóíêö. àíàëèç 9:3 (1975) 41�51.

Êàê è äëÿ ñîëèòîíîâ, îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ââåñòè â èãðó ñïåêòðàëüíûé
ïàðàìåòð λ (áóäåì îáîçíà÷àòü ζ = −4λ). Äîêàæåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Óðàâíåíèå Íîâèêîâà (3) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

ζQ2 = 2QQxx −Q2
x − 4uQ2 + P, (6)

ñ ïîëèíîìèàëüíûìè Q(ζ) è P (ζ) = const,

Q = ζn + q1(x, t)ζn−1 + · · ·+ qn(x, t), P = ζ2n+1 + γ1ζ
2n + · · ·+ γ2n+1.

http://mi.mathnet.ru/faa2261


Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíû aj èç (3) ñëóæàò
êîýôôèöèåíòàìè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

A = −a0 − a1/ζ − a2/ζ2 − · · · − an/ζn − . . . , a0 = −1/2, ζ = −4λ,

óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

ζAx = Axxx − 4uAx − 2uxA. (7)

Óðàâíåíèå Íîâèêîâà (3)

A = an+1 + · · ·+ cna1 + cn+1a0 = 0

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðÿä ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

C = ζn(1 + c1/ζ + c2/ζ
2 + . . . ),

òàêîé, ÷òî Q = CA � ìíîãî÷ëåí. Îí òàêæå óäîâëåòâîðÿåò (7):

ζQx = Qxxx − 4uQx − 2uxQ.

Ýòî óðàâíåíèå îäèí ðàç èíòåãðèðóåòñÿ, ïîñëå óìíîæåíèÿ íà 2Q (ðàíüøå
ìû èñïîëüçîâàëè ýòî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëîêàëüíîñòè aj), ÷òî è äàåò (6)
ñ ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ P . Òàê êàê A � ìíîãî÷ëåí, òî è P �
ìíîãî÷ëåí, ïðè÷åì óðàâíåíèå (6) ïî ïðåæíåìó ñîâìåñòíî ñ ÊäÔ, åñëè P
íå çàâèñèò îò t. �



Çàìå÷àíèå. Ïðè ïîñòðîåíèè n-ñîëèòîííûõ ðåøåíèé (ïîòåíöèàëîâ
Áàðãìàííà) ìû òðåáîâàëè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà

ψxx = (u− λ)ψ

ïîëèíîìèàëüíîãî ïî z =
√
−λ, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ezx+4z3t.

(ÄÇ) Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ψ-ôóíêöèé
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7).

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå Q ìîæíî âçÿòü Q = ψ(z)ψ(−z). Äëÿ n-ñîëèòîííîãî
ðåøåíèÿ ýòî áóäåò, î÷åâèäíî, ìíîãî÷ëåí ïî ζ ñòåïåíè n. Ñëåäîâàòåëüíî,
n-ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Íîâèêîâà (6).

Îáðàòíîå íåâåðíî � íå âñå ðåøåíèÿ (6) ÿâëÿþòñÿ n-ñîëèòîííûìè. Ýòî
ëèøü ïîäêëàññ ñïåöèàëüíûõ, ñåïàðàòðèñíûõ ðåøåíèé, âûäåëåííûõ
óñëîâèåì áûñòðîóáûâàíèÿ. Äëÿ îáùåãî êîíå÷íîçîííîãî ðåøåíèÿ óñëîâèå
ïîëèíîìèàëüíîñòè ψ-ôóíêöèé íå âûïîëíÿåòñÿ.



Íóæíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ � ïåðåõîä ê íóëÿì ìíîãî÷ëåíîâ Q, P . Ïóñòü

Q(ζ) = (ζ − y1) · · · (ζ − yn), P (ζ) = (ζ − e1) · · · (ζ − e2n+1).

Åñëè â (6) ïîëîæèòü ζ = yj , ñëàãàåìûå ñ Q
2 è QQxx èñ÷åçíóò è îñòàíåòñÿ

Q2
x|ζ=yj = P (yj), j = 1, . . . , n.

Òàê êàê
Qx|ζ=yj = −yj,x

∏
i 6=j

(yj − yi),

òî ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ÎÄÓ íà ïåðåìåííûå yj � óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà

yj,x√
P (yj)

=
1∏

i 6=j
(yj − yi)

. j = 1, . . . , n, (8)

Ôàêòè÷åñêè, ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåõîäå îò óðàâíåíèÿ
Íîâèêîâà (3) ê ïðîèíòåãðèðîâàííîìó óðàâíåíèþ (6).

Èñõîäíîå óðàâíåíèå (3) èìåëî ïîðÿäîê 2n è ñîäåðæàëî n+ 1 ïîñòîÿííóþ
c1, . . . , cn+1. Ìû ñâåëè å¼ ê ñèñòåìå ïîðÿäêà n, ñîäåðæàùåé 2n+ 1
ïîñòîÿííóþ e1, . . . , e2n+1. Ïðè çàìåíå íè÷åãî íå ïîòåðÿëîñü.



Ïîòåíöèàë u âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ej , yj ñîãëàñíî ôîðìóëå

4u = −e1 − · · · − e2n+1 − 2y1 − · · · − 2yn, (9)

÷òî ñëåäóåò ïðÿìî èç (6).

Êðîìå ñèñòåìû (8) ïî x = t1, ìîæíî âûïèñàòü ñèñòåìû, îïðåäåëÿþùèå
äèíàìèêó ïî äðóãèì âðåìåíàì. Åñëè ∂tk îòâå÷àåò ìíîãî÷ëåíó
A(k) = a0ζ

k + · · ·+ ak â ëèíåéíîé çàäà÷å, òî äëÿ Q èìååòñÿ óðàâíåíèå

Qtk = 2(A(k)Qx −A(k)
x Q). (10)

Ïîäñòàâëÿÿ ζ = yj , ïîëó÷àåì Qtk |ζ=yj = 2A(k)Qx|ζ=yj , òî åñòü

yj,tk√
P (yj)

=
2A(k)(yj)∏
i6=j

(yj − yi)
, j = 1, . . . , n.

Òàê êàê Q = CA, òî aj � ýòî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè qj . Â ñâîþ î÷åðåäü,
qj âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò êîðíåé yj , ÷òî äà¼ò
çàìêíóòóþ ñèñòåìó. Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèðîâàíèþ ∂t â ñèëó ÊäÔ
îòâå÷àåò A(2) = −2λ− u, ïîýòîìó

yj,t√
P (yj)

=
yj − 2u∏

i6=j
(yj − yi)

, j = 1, . . . , n.



Ðàññìîòðèì êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå
êîðíè ek ðàçëè÷íû è âåùåñòâåííû; äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ïóñòü

e1 < e2 < · · · < e2n+1.

Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû áûëî âåùåñòâåííûì, íóæíî,
÷òîáû âñå ïåðåìåííûå yj ëåæàëè â òåõ èíòåðâàëàõ, ãäå P (y) ≥ 0, òî åñòü,
[e2k−1, e2k], k = 1, . . . , n, èëè [e2n+1,∞).

e1 y1 e2 e3 y2 e4 e5
y

Y

Íà ðèñóíêå ñèíåé ëèíèåé ïîêàçàíà êðèâàÿ Y 2 = P (y), à êðàñíîé � ñàì
ìíîãî÷ëåí Y = P (y).



Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ yi è yj ïîïàäóò â îäèí èíòåðâàë, â ðåøåíèè
âîçíèêíåò îñîáåííîñòü èç-çà çíàìåíàòåëÿ yi − yj â ïðàâîé ÷àñòè (8).

Òàêæå, ðåøåíèå áóäåò íåîãðàíè÷åííûì, åñëè êàêàÿ-òî ïåðåìåííàÿ ëåæèò
â èíòåðâàëå [e2n+1,∞). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåùåñòâåííîñòè è
îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ ñëåäóåò çàäàâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ yj òàê:

e1 ≤ y1 ≤ e2 < e3 ≤ y2 ≤ e4 < · · · < e2n−1 ≤ yn ≤ e2n < e2n+1.

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííûå yj îòäåëåíû äðóã îò äðóãà è íèêàêèõ
îñîáåííîñòåé â ñèñòåìå (8) âîçíèêíóòü íå ìîæåò.

Ïåðåìåííûå yj êðóòÿòñÿ êàæäàÿ â ñâîåì îâàëå, ïîýòîìó èç ôîðìóëû (9)
ÿñíî, ÷òî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííóþ,
êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïî x è t.

Ñëó÷àé, êîãäà âñå ïàðû êîðíåé e2k è e2k+1 ñëèâàþòñÿ, îòâå÷àåò
n-ñîëèòîííîìó âûðîæäåíèþ (êîíå÷íî, âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà
ñëèâàþòñÿ íå âñå ïàðû, òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ñîëèòîííîå ðåøåíèå íà
êîíå÷íîçîííîì ôîíå).



Çàìå÷àíèå. Âîçâðàùàÿñü ê ψ-ôóíêöèÿì, ìîæíî äîêàçàòü (ÄÇ), ÷òî îíè
ñòðîÿòñÿ ïî ôîðìóëå

ψ(x, λ) = Q1/2 exp

(
±
√
P (ζ)

∫ x

x0

ds

Q

)
, ζ = −4λ. (11)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ P ìåíÿåò çíàê.

Ïðè òåõ ζ, äëÿ êîòîðûõ P (ζ) < 0 èìååì ýêñïîíåíòó ñ ìíèìûì
ïîêàçàòåëåì è ðåãóëÿðíûì ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì (ïîñêîëüêó
íóëè A ëåæàò òàì, ãäå P ≥ 0). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêèõ ζ ñóùåñòâóåò
ïàðà îãðàíè÷åííûõ, îñöèëëèðóþùèõ ψ-ôóíêöèé. Òàêèå èíòåðâàëû,
ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñÿòñÿ ê íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó, îíè íàçûâàþòñÿ
ðàçðåøåííûìè (ñòàáèëüíûìè) çîíàìè.

Äîïîëíèòåëüíûå èíòåðâàëû (â êîòîðûõ ëåæàò íóëè yj) íàçûâàþòñÿ
çàïðåùåííûìè çîíàìè, îòâå÷àþùèå èì ψ-ôóíêöèè ðàñòóò íà îäíîé èëè
äðóãîé áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ îãðàíè÷åííîãî ïîòåíöèàëà îáùåãî âèäà ÷èñëî ÷åðåäóþùèõñÿ
ñòàáèëüíûõ è íåñòàáèëüíûõ çîí áåñêîíå÷íî. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Íîâèêîâà õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ýòî ÷èñëî êîíå÷íî, ÷òî è îáúÿñíÿåò
íàçâàíèå.



Â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà íå ðåøàþòñÿ, íî îíè
èíòåãðèðóþòñÿ â êâàäðàòóðàõ. Ïðè n = 1, îòâåò çàïèñûâàåòñÿ íåÿâíî
÷åðåç íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë, îáðàùåíèå êîòîðîãî �
ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðè n = 2 èìååì (2E = e1 + · · ·+ e5)
y1,x√
P (y1)

=
1

y1 − y2
,

y2,x√
P (y2)

=
1

y2 − y1
,


y1,t√
P (y1)

=
E + y2
y1 − y2

,

y2,t√
P (y2)

=
E + y1
y2 − y1

.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y0 è îïðåäåëèì ôóíêöèè

Fk(y1, y2) =

∫ y1

y0

yk dy√
P (y)

+

∫ y2

y0

yk dy√
P (y)

, k = 0, 1.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

F0,x = 0, F1,x = 1, F0,t = 4, F1,t = 4E, ⇒

F0(y1, y2) = 4t+ δ0, F1(y1, y2) = x+ 4Et+ δ1

� ýòî äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàçðåøåíèþ
ýòèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî y1, y2.



Â îáùåì ñëó÷àå èìååì (E = e1 + · · ·+ e2n+1, Y = y1 + · · ·+ yn)

yj,x√
P (yj)

=
1∏

s6=j(yj − ys)
,

yj,t√
P (yj)

=
E + Y − yj∏
s 6=j(yj − ys)

.

Îïðåäåëèì

Fk(y1, . . . , yn) =

n∑
j=1

∫ yj

y0

yk dy√
P (y)

, k = 0, . . . , n− 1.

Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî (ïî÷òè ýëåìåíòàðíîå)

n∑
j=1

ykj∏
s 6=j(yj − ys)

=

 0 k = 0, . . . , n− 2,
1 k = n− 1,∑
yj k = n.

(12)

Èñïîëüçóÿ åãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

F0,x = · · · = Fn−2,x = 0, Fn−1,x = 1,

F0,t = · · · = Fn−3,t = 0, Fn−2,t = 4, Fn−1,t = 4E.

Îïÿòü, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàçðåøåíèþ óðàâíåíèé

F0(y1, . . . , yn) = δ0, . . . , Fn−1(y1, . . . , yn) = x+ 4Et+ δn,

îòíîñèòåëüíî y1, . . . , yn.



Çàìå÷àíèå. Òàê êàê
√
P (y) èìååò òî÷êè âåòâëåíèÿ, òî çíà÷åíèÿ

èíòåãðàëîâ Fk çàâèñÿò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, òî åñòü, ýòî ìíîãîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ. Ïðàâèëüíî ïîíèìàòü èõ, êàê ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îò n
ïåðåìåííûõ íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Γ : Y 2 = P (y).

Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè åñòü 2n íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, ïðè îáõîäå âäîëü
êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ìåíÿþòñÿ íà íåêîòîðûå ïåðèîäû. Â
ðåçóëüòàòå, âåêòîð (F0, . . . , Fn−1) ëåæèò íà 2n-ìåðíîì òîðå, êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ßêîáè ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ïðåîáðàçîâàíèå (y1, . . . , yn)→ (F0, . . . , Fn−1) îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå
Àáåëÿ

Γn/Sn → C2n/Λ,

ãäå Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà, Λ � ðåøåòêà ïåðèîäîâ. Çàäà÷à
ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè òåòà-ôóíêöèé
íà ìíîãîîáðàçèè ßêîáè.



Äîìàøíåå çàäàíèå

Çàäà÷à 26. Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè ψ, φ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

ψxx = (u− λ)ψ, ψt = −axψ + 2aψx,

òî Q = ψφ óäîâëåòâîðÿåò (6). Êàê ïðè ýòîì âûðàæàåòñÿ P ÷åðåç ψ è φ?
Èñïîëüçóéòå ýòî äëÿ îáîñíîâàíèÿ òîãî, ÷òî P íå çàâèñèò îò x è t, à
òàêæå òîãî, ÷òî ìíîãîñîëèòîííûì ðåøåíèÿì îòâå÷àåò ñëó÷àé, êîãäà P
èìååò êðàòíûå êîðíè.

Çàäà÷à 27. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïðîâåðüòå, ÷òî

Qt = 2(aQx − axQ),

÷òî ïîäòâåðæäàåò óðàâíåíèå (10).

Çàäà÷à 28. Äîêàæèòå ôîðìóëó (11).

Çàäà÷à 29. Äîêàæèòå òîæäåñòâî (12).


