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Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ÊäÔ.
Ïðÿìàÿ çàäà÷à



Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

Ýòî ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ÊäÔ â êëàññå áûñòðîóáûâàþùèõ
ïîòåíöèàëîâ. Äàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå u(x, 0), íóæíî âûÿñíèòü, êàê îíî
ìåíÿåòñÿ ïî t.
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Ìåòîä îñíîâàí íà óæå èçâåñòíîì íàì ïðåäñòàâëåíèè ÊäÔ â âèäå óñëîâèÿ
ñîâìåñòíîñòè äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ψxx = (u− λ)ψ, ψt = uxψ − 2(2λ+ u)ψx.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè äàííûõ ðàññåÿíèÿ äëÿ
íà÷àëüíîãî ïîòåíöèàëà u(x, 0).

Äàííûå ðàññåÿíèÿ ñîñòîÿò èç äèñêðåòíîãî ñïåêòðà è íàáîðà
äîïîëíèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé (â ïðèìåðå ñ ïîòåíöèàëîì Áàðãìàííà ýòî
áûëè íóëè âðîíñêèàíà kj è êîýôôèöèåíòû cj), à òàêæå êîýôôèöèåíòà
îòðàæåíèÿ � ôóíêöèè r(k), λ = k2.

Ýâîëþöèÿ ïî t äëÿ äàííûõ ðàññåÿíè òðèâèàëüíà. Äèñêðåòíûé ñïåêòð
íå ìåíÿåòñÿ, ìíîæèòåëè è r(k) óìíîæàþòñÿ íà ýêñïîíåíòó îò t.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè ïîòåíöèàëà u(x, t) ïî
èçìåíåííûì äàííûì ðàññåÿíèÿ.
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Íàñêîëüêî ýòî âñå ýôôåêòèâíî?

Ïî ñóùåñòâó, ÷òîáû âû÷èñëèòü äàííûå ðàññåÿíèÿ ïî ïîòåíöèàëó, íóæíî
ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà. Ê ñîæàëåíèþ, â ÿâíîì
âèäå îíî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðåøàåòñÿ. Ê òîìó æå, íà ïðàêòèêå u ìîæåò
çàäàâàòüñÿ íå ôîðìóëîé, à êàêèì-òî ìàññèâîì ÷èñåë. Ïîýòîìó, ýòà çàäà÷à
ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî. Ìû ëèøü íàìåòèì îäèí èç âîçìîæíûõ ìåòîäîâ
(èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à òîæå ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì (åñòü äâå
âåðñèè � óðàâíåíèå Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà�Ìàð÷åíêî èëè ñèñòåìà
ñèíãóëÿðíûõ ÈÓ), êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøàòü ÷èñëåííî.

Èòàê, íà ñàìîì äåëå ìû íå ìîæåì äîâåñòè ýòîò ìåòîä äî òàêîãî
ñîñòîÿíèÿ, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü ÷òî-òî ¾âðó÷íóþ¿, ðàçâå ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì
êàêèõ-òî ñïåöèàëüíûõ ïðèìåðîâ òèïà ïîòåíöèàëîâ Áàðãìàííà.
Ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ òàêæå äîâîëüíî ñëîæíà è ìû ýòèì íå
áóäåì çàíèìàòüñÿ.

Îäíàêî, íà ïðèíöèïèàëüíîì óðîâíå, ÌÎÇÐ äà¼ò ðåøåíèå, òàê êàê
íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàøåé öåëüþ áóäåò ïðîñòî îïèñàòü àëãîðèòì
ýòîãî ñâåäåíèÿ.
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Ñïåêòð îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà

Ïðî ïåðåìåííóþ t ìû âðåìåííî çàáóäåì � âïëîòü äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà
íóæíî áóäåò ñìîòðåòü íà çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò t. Ñåãîäíÿ
ñ÷èòàåì, ÷òî ïîòåíöèàë çàâèñèò ëèøü îò x:

ψxx = (u(x)− λ)ψ ⇔ Lψ = λψ, L = −∂2x + u.

Óñëîâèå áûñòðîóáûâàíèÿ:
∫
R |u|(1 + |x|)dx <∞.

Íå áóäåì äàâàòü îáùåå îïðåäåëåíèå ñïåêòðà. Â ñëó÷àå îïåðàòîðà L
äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü

íåïðåðûâíûé ñïåêòð � çíà÷åíèÿ λ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
ψ, îãðàíè÷åííîå ïðè x ∈ R;
äèñêðåòíûé ñïåêòð � çíà÷åíèÿ λ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
ψ ∈ L2(R), òî åñòü

∫
R |ψ|

2dx <∞.

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

íåïðåðûâíûé ñïåêòð ñîñòîèò èç âñåõ λ ≥ 0;
äèñêðåòíûé ñïåêòð îòðèöàòåëåí è êîíå÷åí: λ1 < λ2 < · · · < λn < 0
(ñóùåñòâåííî, ÷òî ïîòåíöèàë óáûâàåò áûñòðåå 1/x2, òàê êàê èíà÷å
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîãóò íàêàïëèâàòüñÿ ê 0).



Ñâåäåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ê èíòåãðàëüíîìó

Îáîçíà÷èì λ = k2 ∈ C, çàïèøåì óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â âèäå

ψxx + k2ψ = uψ ⇒ Aψ = f, A = ∂2x + k2, f = uψ, (1)

è ïðèìåíèì ìåòîä ôóíêöèé Ãðèíà, ÷òîáû ñâåñòè åãî ê èíòåãðàëüíîìó.
(! Íà ëåêöèè 4 î n-ñîëèòîííîì ðåøåíèè áûëî λ = −z2.)

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèåé Ãðèíà (ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì) G(x, y)
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî íà ôóíêöèÿõ
ψ : Rx → Rx, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

AG(x, y) = δ(x− y).

Çíàÿ G, ìîæíî íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Aψ = f(x) ïî ôîðìóëå

ψ÷ =

∫
R
G(x, y)f(y) dy.

Äåéñòâèòåëüíî,

Aψ÷ =

∫
R
δ(x− y)f(y) dy = f(x).



Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ê óðàâíåíèþ (1) è äîáàâëÿÿ îáùåå ðåøåíèå
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

ψ(x) = c1e
ikx + c2e

−ikx +

∫
R
G(x, y)u(y)ψ(y) dy. (2)

Ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ ψ, ïðè êîíêðåòíîì âûáîðå
c1, c2 è G.

Îñòàåòñÿ íàéòè G äëÿ íàøåãî îïåðàòîðà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè A �
îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî G(x, y) = G(x− y), ãäå
AG(x) = δ(x).

Óòâåðæäåíèå 1. Îïåðàòîð A = ∂2x + k2 îáëàäàåò ôóíêöèÿìè Ãðèíà

G−(x) =

{
− sin kx

k
x < 0

0 x ≥ 0,
G+(x) =

{
0 x < 0

sin kx

k
x ≥ 0.

Òàê êàê A(G+ −G−) = 0, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòî äëÿ îäíîé
ôóíêöèè.

Êîíå÷íî, ô.Ã. ñëóæèò è ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ αG+ + (1− α)G−.



Äîêàçàòåëüñòâî.

G′−(x) =

{
− cos kx x < 0

0 x ≥ 0
= θ(x) +

{
− cos kx x < 0
−1 x ≥ 0,

ãäå θ(x) =
{

0 x < 0
1 x ≥ 0

� ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Òàê êàê θ′(x) = δ(x), òî

G′′−(x) = δ(x) +

{
k sin kx x < 0

0 x ≥ 0
= δ(x)− k2G−(x). �

Ïóñòü, íàïðèìåð, G = G+. Òàê êàê G+(x− y) = 0 ïðè x < y, òî
èíòåãðèðîâàíèå ïî y èä¼ò îò −∞ äî x:

ψ(x) = c1e
ikx + c2e

−ikx +

∫ x

−∞

sin k(x− y)
k

u(y)ψ(y) dy. (3)

Çàìå÷àíèå. Ìåòîä ôóíêöèé Ãðèíà èñïîëüçîâàòü íå îáÿçàòåëüíî.
Ôîðìóëó (3) ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî ëèáî âûâåñòè ìåòîäîì
âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ, ñì. ÄÇ 17.



Óðàâíåíèå (3) � ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà

ψ(x) = g(x) +

∫ x

−∞
K(x, y)ψ(y) dy.

Òàêèå óðàâíåíèÿ ìîæíî ðåøàòü ÷èñëåííî ìåòîäîì èòåðàöèé

ψ0 = 0, ψn+1(x) = g(x) +

∫ x

−∞
K(x, y)ψn(y) dy.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè |K(x, y)| < M , òî èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî, ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.



Ôóíêöèè Éîñòà

Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà g è G â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè (2), ìîæíî
îïðåäåëèòü ÷åòûðå ðåøåíèÿ ñ ðàçíîé àñèìïòîòèêîé ïðè x→ ±∞.

G = G+: äâà ðåøåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííîé àñèìïòîòèêîé ïðè x→ −∞:

ϕ1 = e−ikx +

∫ x

−∞

sin k(x− y)
k

u(y)ϕ1(y) dy, ϕ1 = e−ikx + o(1),

ϕ2 = eikx +

∫ x

−∞

sin k(x− y)
k

u(y)ϕ2(y) dy, ϕ2 = eikx + o(1).

G = G−: äâà ðåøåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííîé àñèìïòîòèêîé ïðè x→ +∞:

ψ1 = e−ikx −
∫ ∞
x

sin k(x− y)
k

u(y)ψ1(y) dy, ψ1 = e−ikx + o(1),

ψ2 = eikx −
∫ ∞
x

sin k(x− y)
k

u(y)ψ2(y) dy, ψ2 = eikx + o(1).



Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè Éîñòà. Ýòî
êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ � x ∈ R è ïàðàìåòðà
k ∈ C. Ðàçáåðåìñÿ, êàêèå ó íèõ ñâîéñòâà ïî k.

Ïóñòü ϕ1 = e−ikxp, òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ϕ1 ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

p = 1 +

∫ x

−∞
eikx−iky

eik(x−y) − e−ik(x−y)

2ki
u(y)p(y) dy

= 1 +

∫ x

−∞

e2ik(x−y) − 1

2ki
u(y)p(y) dy.

Òàê êàê èíòåãðèðóåì ïðè x− y > 0, òî ôóíêöèÿ e2ik(x−y) îãðàíè÷åíà ïðè
Im k ≥ 0. Âìåñòå ñ íåé îãðàíè÷åíî è âñå ÿäðî, ìåòîä èòåðàöèé ñõîäèòñÿ è
ôóíêöèÿ p îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà. Èòàê, ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ϕ1

îïðåäåëåíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im k ≥ 0.

Óðàâíåíèå äëÿ ϕ2 ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå k → −k, ïîýòîìó ϕ2 îïðåäåëåíà
ïðè Im k ≤ 0.

Äëÿ ψ1 = e−ikxp ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå òî æå ñàìîå, íî òåïåðü
èíòåãðèðóåì ïðè x− y < 0. Ïîýòîìó ψ1 îïðåäåëåíà ïðè Im k ≤ 0, à ψ2

ïðè Im k ≥ 0.



Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ñî
ñëåäóþùèìè àñèìïòîòèêàìè è àíàëèòè÷åñêèå ïî k â óêàçàííûõ
ïîëóïëîñêîñòÿõ:

x→ −∞ x→ +∞

ϕ1 = e−ikx + o(1) ψ2 = eikx + o(1) Im k ≥ 0

ϕ2 = eikx + o(1) ψ1 = e−ikx + o(1) Im k ≤ 0

Ýòó àñèìïòîòèêó ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî x, íàïðèìåð

ϕ1,x = −ike−ikx + o(1), x→ −∞.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è àíàëèòè÷íîñòè ïî k äëÿ ôóíêöèé Éîñòà,
îòâå÷àþùèõ êîíêðåòíûì ïîòåíöèàëàì, âïîëíå ìîæåò áûòü øèðå, ÷åì
óêàçàíî. Íàïðèìåð, åñëè ïîòåíöèàë ôèíèòåí, òî èíòåðâàë
èíòåãðèðîâàíèÿ îãðàíè÷åí åãî íîñèòåëåì è ÿäðî âñåãäà îãðàíè÷åíî,
ïîýòîìó ôóíêöèè Éîñòà îïðåäåëåíû ïðè âñåõ k ∈ C. Óòâåðæäåíèå 2 ëèøü
ãàðàíòèðóåò àíàëèòè÷íîñòü â ïîëóïëîñêîñòÿõ ïðè ñàìûõ ñëàáûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëà.



Ðåøåíèÿ Éîñòà íå îáÿçàòåëüíî îïðåäåëÿòü èìåííî ÷åðåç èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ. Åñëè ìîæíî ðåøèòü óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà êàê-òî èíà÷å,
ìîæíî ñòðîèòü èõ è äðóãèìè ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð 1. Âåðíåìñÿ ê ïîòåíöèàëó Áàðãìàííà èç ëåêöèè 4. Â ñèëó
ñàìîãî åãî îïðåäåëåíèÿ, äëÿ íåãî èìååòñÿ ÿâíîå ðåøåíèå â âèäå
êâàçèïîëèíîìà

ψ(x, z) = ezxP (x, z) = ezx(zn + p1z
n−1 + · · ·+ pn),

ãäå λ = k2 = −z2 è êîýôôèöèåíòû ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ïîòåíöèàëó, ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
ïóñòü z = −ik, òîãäà

ψ(x,−ik) = e−ikx
{
P (k) + o(1), x→ −∞,
P̃ (k) + o(1), x→ +∞,

ãäå P è P̃ � êîíå÷íûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ (êàê ìû
çíàåì, îíè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà ÷åðåç îïðåäåëèòåëè
ýêñïîíåíò). Òî åñòü, ýòà ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ ϕ1 è ψ1, ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëÿ. Àíàëîãè÷íî, ψ(x, ik) ïðîïîðöèîíàëüíà ϕ2 è ψ2.



Ñâîéñòâà ñèììåòðèè ïî k

Êàê óæå îòìå÷àëîñü,

ϕ1(x, k) = ϕ2(x,−k), ψ1(x, k) = ψ2(x,−k). (4)

Êðîìå òîãî, òàê êàê ïîòåíöèàë âåùåñòâåííûé, òî, åñëè ê èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì ïðèìåíèòü êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, çàìåíèòñÿ òîëüêî i íà
−i è k íà k∗. Ñëåäîâàòåëüíî

ϕ1(x, k)
∗ = ϕ2(x, k

∗), ψ1(x, k)
∗ = ψ2(x, k

∗). (5)

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè îäíîé è òîé æå
ôóíêöèè ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè:

ϕi(x, k)
∗ = ϕi(x,−k∗), ψi(x, k)

∗ = ψi(x,−k∗), i = 1, 2. (6)

Â ÷àñòíîñòè, íà ìíèìîé ïîëóîñè èìååì

ϕ1(x, iz), ψ2(x, iz) ∈ R, z > 0. (7)



Ìàòðèöà ïåðåõîäà

Ïðè k ∈ R (òî åñòü, ïðè λ = k2 > 0) îïðåäåëåíû âñå ÷åòûðå ôóíêöèè
Éîñòà. Îáå ïàðû (ϕ1, ϕ2) è (ψ1, ψ2) îáðàçóþò áàçèñû. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðè k ∈ R èìåþò òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ
àñèìïòîòèêó è îãðàíè÷åíû ïðè âñåõ x. Òî åñòü, ýòî ôóíêöèè
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ïåðåõîäà ìåæäó óêàçàííûìè áàçèñàìè. Ïî ñâîéñòâó
ñèììåòðèè (5), äëÿ âåùåñòâåííûõ k âûïîëíÿåòñÿ

ϕ1(x, k)
∗ = ϕ2(x, k), ψ1(x, k)

∗ = ψ2(x, k).

Ïîýòîìó, åñëè
ϕ1 = aψ1 + bψ2 = aψ1 + bψ∗1 ,

òî
ϕ2 = ϕ∗1 = a∗ψ∗1 + b∗ψ∗2 = b∗ψ1 + a∗ψ2,

Ñëåäîâàòåëüíî, (
ϕ1

ϕ2

)
= T (k)

(
ψ1

ψ2

)
, T (k) =

(
a b
b∗ a∗

)
.



Òåðìèíîëîãèÿ

a(k) � àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ

t(k) = 1/a(k) � êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ

r(k) = b(k)/a(k) � êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ

Ïîñëå äåëåíèÿ íà b èìååì

t(k)ϕ1 = ψ1 + r(k)ψ2,

ãäå ϕ1 ∼ e−ikx, x→ −∞, ψ1 ∼ e−ikx, ψ2 ∼ eikx, x→ +∞.

Çäåñü ψ1 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âîëíà, ¾ïàäàþùàÿ¿ íà ïîòåíöèàë
(ñïðàâà); ψ2 � ¾îòðàæåííàÿ¿ âîëíà, ϕ1 � âîëíà ¾ïðîøåäøàÿ¿ ÷åðåç
ïîòåíöèàë.

Ïðèìåð 1′. Â ïðèìåðå 1 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî îáå ôóíêöèè ϕ1 è ψ1

ïðîïîðöèîíàëüíû îäíîìó è òîìó æå êâàçèìíîãî÷ëåíó ψ(x,−ik), à ϕ2 è
ψ2 ïðîïîðöèîíàëüíû ψ(x, ik). Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò b(k) â
äàííîì ñëó÷àå ðàâåí 0, ïîòåíöèàë Áàðãìàííà � áåçîòðàæàòåëüíûé.

Çàìå÷àíèå. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îáîáùàåòñÿ è íà òîò ñëó÷àé, êîãäà
ïîòåíöèàë âûõîäèò íà ðàçíûå êîíñòàíòû ïðè x→ ±∞, ñì.
[Ëàíäàó-Ëèôøèö, 3:25].



Ñâîéñòâà

1) a(k)∗ = a(−k), b(k)∗ = b(−k), k ∈ R.

Ðàâíîñèëüíî, r(k)∗ = r(−k), t(k)∗ = t(−k).
Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè.

2) detT = |a(k)|2 − |b(k)|2 = 1, k ∈ R.

Ðàâíîñèëüíî, |r(k)|2 + |t(k)|2 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îïðåäåëåíèå ìàòðèöû
ïåðåõîäà ïî x, ýòî äàñò(

ϕ1 ϕ′1
ϕ2 ϕ′2

)
= T (k)

(
ψ1 ψ′1
ψ2 ψ′2

)
.

Âðîíñêèàíû ϕ1ϕ
′
2 − ϕ′1ϕ2 è ψ1ψ

′
2 − ψ′1ψ2 íå çàâèñÿò îò x. Ïåðâûé èç íèõ

ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè x→ −∞, âòîðîé ïðè x→ +∞, îáà ðàâíû

det

(
e−ikx −ike−ikx
eikx ikeikx

)
= 2ik. �



3) Âûðàæåíèÿ äëÿ a(k), b(k) ÷åðåç âðîíñêèàíû îò ôóíêöèé Éîñòà:

a(k) =
W (ϕ1, ψ2)

2ik
, b(k) = −W (ϕ1, ψ1)

2ik
, k ∈ R, k 6= 0. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

ϕ1 = aψ1 + bψ2 ⇒ W (ϕ1, ψ2) = aW (ψ1, ψ2) = 2ika

è, àíàëîãè÷íî W (ϕ1, ψ1) = −bW (ψ1, ψ2) = −2ikb. �

4) Ôîðìóëà (8) îïðåäåëÿåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå a(k) â âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü, òàê êàê òàì îïðåäåëåíû îáå ôóíêöèè ϕ1, ψ2. Ïðè ýòîì,
áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì ñèììåòðèè (6),

a(k)∗ = a(−k∗), Im k ≥ 0.

Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, b(k) íå ïðîäîëæàåòñÿ â C.



Âûðàæåíèÿ äëÿ a(k), b(k) ÷åðåç èíòåãðàëû

Ôîðìóëû (8) íå î÷åíü óäîáíû, òàê êàê ñîäåðæàò äâå ôóíêöèè Éîñòà è
äèôôåðåíöèðîâàíèå (ïëîõàÿ îïåðàöèÿ, ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ).
Âñïîìíèì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ è íåìíîãî ïîïðåîáðàçóåì:

ϕ1 = e−ikx +

∫ x

−∞

sin k(x− y)
k

u(y)ϕ1(y) dy,

ψ1 = e−ikx −
∫ ∞
x

sin k(x− y)
k

u(y)ψ1(y) dy,

ψ2 = eikx −
∫ ∞
x

sin k(x− y)
k

u(y)ψ2(y) dy

(çäåñü k â àðãóìåíòàõ ψ îïóùåíî), òîãäà

aψ1 + bψ2 = ϕ1 = e−ikx +

∫
R
−
∫ ∞
x

= e−ikx + I −
∫ ∞
x

sin k(x− y)
k

u(y)(aψ1 + bψ2) dy

= e−ikx + I + a(ψ1 − e−ikx) + b(ψ2 − eikx).



Îòñþäà ñëåäóåò

e−ikx(a− 1) + beikx = I =

∫
R

sin k(x− y)
k

u(y)ϕ1(y) dy

=

∫
R

eik(x−y) − e−ik(x−y)

2ik
u(y)ϕ1(y) dy

=
eikx

2ik

∫
R
e−ikyu(y)ϕ1(y) dy −

e−ikx

2ik

∫
R
eikyu(y)ϕ1(y) dy.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ýêñïîíåíòàõ è ìåíÿÿ y íà x, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

5) Èíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ a(k), b(k):

a(k) = 1− 1

2ik

∫
R
eikxu(x)ϕ1(x, k) dx, (9)

b(k) =
1

2ik

∫
R
e−ikxu(x)ϕ1(x, k) dx. (10)



Ôîðìóëà (9), êàê è (8), îïðåäåëÿåò ïðîäîëæåíèå a(k) â âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü: ïðè x→ −∞ èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òàê êàê eikxϕ1(x, k) ∼ 1,
à ïîòåíöèàë áûñòðîóáûâàþùèé; ïðè x→∞ èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òàê êàê
eikx � óáûâàþùàÿ ýêñïîíåíòà ïðè Im k > 0.

Âîîáùå ãîâîðÿ, b(k) íå ïðîäîëæàåòñÿ ñ âåùåñòâåííîé îñè. Èíîãäà ýòî
âîçìîæíî. Íàïðèìåð, åñëè ïîòåíöèàë ôèíèòíûé, òî âèäíî, ÷òî èíòåãðàë
(10) òîæå ñõîäèòñÿ. Íî, ïðîäîëæåíèå b íàì íå áóäåò íóæíî.

6) Àñèìïòîòèêà ïî k:

a(k) = 1 +O(k−1), |k| → ∞, Im k ≥ 0,

b(k) = O(k−1), |k| → ∞, k ∈ R.

Òàêæå èç (9) ñëåäóåò, ÷òî a(k), âîîáùå ãîâîðÿ, èìååò ïðîñòîé ïîëþñ ïðè
k = 0 (äëÿ íåêîòîðûõ ïîòåíöèàëîâ åãî ìîæåò è íå áûòü, åñëè èíòåãðàë
ïðè k = 0 ñëó÷àéíî îáðàùàåòñÿ â 0).



Äèñêðåòíûé ñïåêòð

Óòâåðæäåíèå 3. Òî÷êè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà L = −∂2x + u
ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè λj = k2j , ãäå kj � íóëè ôóíêöèè a(k) â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a(kj) = 0, òîãäà èç (8) âûòåêàåò, ÷òî

ϕ1(x, kj) = cjψ2(x, kj), (11)

ïðè÷¼ì íà îáåèõ áåñêîíå÷íîñòÿõ èìååì óáûâàþùèå ýêñïîíåíòû:

ϕ1(x, kj) ∼ e−ikx, x→ −∞, ψ2(x, kj) ∼ eikx, x→ +∞.

Íàîáîðîò, ïóñòü y � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ íåêîòîðîìó kj .
Òîãäà îíà èìååò àñèìïòîòèêó êàê ϕ1(x, kj) ïðè x→ −∞ è êàê ψ2(x, kj)
ïðè x→ +∞ (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé). Òàê êàê âðîíñêèàíû
ïîñòîÿííû, èõ ìîæíî âû÷èñëèòü íà áåñêîíå÷íîñòÿõ è ïîëó÷èòü, ÷òî îíè
ðàâíû 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y = C1ϕ1(x, kj) = C2ψ2(x, kj), íî òîãäà è
W (ϕ1(x, kj), ψ2(x, kj)) = 2ikja(kj) = 0. �



Òàê êàê ñïåêòð L âåùåñòâåííûé, ïîëó÷àåì îòñþäà ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

7) Íóëè a(k) ëåæàò íà ìíèìîé îñè. Îíè ïðîñòûå è èõ êîíå÷íîå ÷èñëî:

kj = iκj , κj > 0, j = 1, . . . , n.

Cîáñòâåííûå ÷èñëà íóìåðóþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ:

−κ21 < −κ22 < · · · < −κ2n < 0.

Ñîîòâåòñòâåííî, κj íóìåðóþòñÿ ïî óáûâàíèþ, κ1 > κ2 > · · · > κn > 0.

Êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè cj â íóëÿõ kj îòíîñÿòñÿ ê äàííûì
äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Îíè íå ñîâñåì ïðîèçâîëüíû:

8) Êîýôôèöèåíòû cj âåùåñòâåííû è óäîâëåòâîðÿþò ïðàâèëó ÷åðåäîâàíèÿ
çíàêîâ:

c1 > 0, c2 < 0, . . . , sign cn = (−1)n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåùåñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèè Éîñòà
íà ìíèìîé îñè âåùåñòâåííû, ñì. (7). ×åðåäîâàíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
j-ÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðîâíî j − 1 íóëü ïðè x ∈ R, à ó íàñ çíàêè
ôóíêöèé Éîñòà ôèêñèðóþòñÿ àñèìïòîòèêàìè íà ðàçíûõ áåñêîíå÷íîñòÿõ:

ϕ1(x, iκj) ∼ eκjx ïðè x→ −∞, ψ2(x, iκj) ∼ e−κjx ïðè x→ +∞. �



Íà ñåãîäíÿ õâàòèò!

Èòàê, ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå ïîòåíöèàëó u(x):

� ôóíêöèè a(k), b(k), k ∈ R (äàííûå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà);

� ÷èñëà κ1 > κ2 > · · · > κn > 0 è c1, . . . , cn, sign cj = (−1)j+1 (äàííûå
äèñêðåòíîãî ñïåêòðà).

Ýòîò íàáîð äàííûõ íåìíîãî èçáûòî÷åí, òàê êàê äèñêðåòíûé ñïåêòð
ñîâïàäàåò ñ íóëÿìè àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ a(k). Ê òîìó æå îí
íåñâîáîäåí, òàê êàê a è b ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì |a|2 − |b|2 = 1.

Íà ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû ïîêàæåì, ÷òî âìåñòî a è b äîñòàòî÷íî çàäàòü
îäíó ôóíêöèþ r(k) = b(k)/a(k), ïðè k ∈ R.

Òàêæå âêëþ÷èì t è âûÿñíèì, êàê ïðè ýòîì ìåíÿþòñÿ ñïåêòðàëüíûå
äàííûå.

Íàêîíåö, âûâåäåì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ u(x, t).



Äîìàøíåå çàäàíèå

Çàäà÷à 17. (Âûïîëíÿòü, òîëüêî åñëè ýòî íå ïðîõîäèëè â äðóãèõ êóðñàõ.)
Ïðîâåðüòå ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì, ÷òî ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (3) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà, ëèáî âûâåäèòå
óðàâíåíèå (3) ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ (â ôîðìóëå
äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ψ(x) = c1e

ikx + c2e
−ikx ñ÷èòàåì c1,

c2 ôóíêöèÿìè îò x è îïðåäåëÿåì èõ òàê, ÷òîáû ïîëó÷àëîñü ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ).

Âñå ñëåäóþùèå çàäà÷è ñâÿçàíû ñ óðàâíåíèåì Øð¼äèíãåðà ñ
äåëüòà-îáðàçíûì ïîòåíöèàëîì u(x) = cδ(x):

ψ′′ = (cδ(x)− k2)ψ. (12)

Çàäà÷à 18. Ïîñòðîéòå âñå ÷åòûðå ôóíêöèè Éîñòà äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Ðàññìîòðèòå îáà ñëó÷àÿ c < 0 è c > 0.



Çàìå÷àíèå. Åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ. Âî-ïåðâûõ,
ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, îíè ëåãêî ðåøàþòñÿ.
Âî-âòîðûõ, ìîæíî ðåøèòü óðàâíåíèå íà ïîëóîñÿõ, âûáðàòü ðåøåíèÿ ñ
íóæíîé àñèìïòîòèêîé è ñøèòü â 0. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå ïî [−ε, ε],
ïîëó÷àåì ∫ ε

−ε
ψ′′dx→ cψ(0), ε→ 0,

òî åñòü, ðåøåíèå äîëæíî ïîä÷èíÿòüñÿ óñëîâèþ èçëîìà

ψ′(+0)− ψ′(−0) = cψ(0).

Çàäà÷à 19. Íàéäèòå â ÿâíîì âèäå êîýôôèöèåíòû a(k), b(k) äëÿ (12).

Çàäà÷à 20. Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè âûðàæåíèÿìè, ïðîâåðüòå, ÷òî
ñâîéñòâà 1�6 äëÿ a è b äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ, êàê ïðåäñêàçûâàåò
òåîðèÿ.

Çàäà÷à 21. Íàéäèòå äèñêðåòíûé ñïåêòð äëÿ (12), åñëè îí åñòü (êàê ýòî
ñâÿçàíî ñî çíàêîì c?) è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåíííûå ôóíêöèè.
Ñðàâíèòå ñ íóëÿìè a(k).


