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Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ ÊäÔ



Âñïîìîãàòåëüíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ÌÎÇÐ) îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â âèäå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äëÿ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Ïîëÿ, âõîäÿùèå â íåëèíåéíîå óðàâíåíèå � ïðîñòî
ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû â ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ.

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå ÊäÔ

ut = uxxx − 6uux (1)

âûâîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

ψxx = (u− λ)ψ (2)

è óðàâíåíèÿ âèäà
ψt = bψ + 2aψx (3)

(êîýôôèöèåíòû a è b ïîäáåð¼ì ïîçæå).

Çàìå÷àíèå 1. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé ëåêöèåé, ìû èçìåíèëè çíàê
u→ −u (òî åñòü, ñîëèòîí äëÿ (1) ýòî ÿìêà, à íå ãîðáèê). Ýòî ñäåëàíî
ïîòîìó, ÷òî â (2) ïðèíÿòî ïèñàòü èìåííî òàêîé çíàê, ïðè ýòîì u
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà äëÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû, à
ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð λ èãðàåò ðîëü ýíåðãèè.



Ïðîâåðêà ñîâìåñòíîñòè â äàííîì ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè
ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé ψxxt äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ïðåäâàðèòåëüíî,
âû÷èñëèì ψxt. Äëÿ ýòîãî äèôôåðåíöèðóåì (3) ïî x è çàìåíÿåì ψxx èç (2):

ψxt = bxψ + bψx + 2axψx + 2aψxx

= (bx + 2(u− λ)a)ψ + (b+ 2ax)ψx.
(4)

Îïÿòü äèôôåðåíöèðóåì ýòî ïî x, çàìåíÿåì ψxx è ñðàâíèâàåì ñ òåì, ÷òî
ïîëó÷àåòñÿ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè (2) ïî t:

ψxxt = (bxx + 2uxa+ 2(u− λ)ax)ψ + (bx + 2(u− λ)a)ψx

+ (bx + 2axx)ψx + (b+ 2ax)(u− λ)ψ

= (bxx + 2uxa+ (u− λ)(b+ 4ax))ψ + 2(bx + axx + (u− λ)a)ψx

= utψ + (u− λ)(bψ + 2aψx).

(5)

Êîå-÷òî ñîêðàùàåòñÿ, à îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ψ è ψx äàþò

axx + bx = 0, ut = bxx + 4(u− λ)ax + 2uxa. (6)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî åñòü ÊäÔ, åñëè âûáðàòü

b = ux, a = −2λ− u. (7)



Ïðîâåðêà ñîâìåñòíîñòè â äàííîì ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè
ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé ψxxt äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ïðåäâàðèòåëüíî,
âû÷èñëèì ψxt. Äëÿ ýòîãî äèôôåðåíöèðóåì (3) ïî x è çàìåíÿåì ψxx èç (2):

ψxt = bxψ + bψx + 2axψx + 2aψxx

= (bx + 2(u− λ)a)ψ + (b+ 2ax)ψx.
(4)

Îïÿòü äèôôåðåíöèðóåì ýòî ïî x, çàìåíÿåì ψxx è ñðàâíèâàåì ñ òåì, ÷òî
ïîëó÷àåòñÿ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè (2) ïî t:

ψxxt = (bxx + 2uxa+ 2(u− λ)ax)ψ + (bx + 2(u− λ)a)ψx

+ (bx + 2axx)ψx + (b+ 2ax)(u− λ)ψ

= (bxx + 2uxa+ (u− λ)(Xb+ 4ax))ψ + 2(bx + axx + (u− λ)Xa)ψx

= utψ + (u− λ)(Xbψ + 2Xaψx).

(5)

Êîå-÷òî ñîêðàùàåòñÿ, à îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ψ è ψx äàþò

axx + bx = 0, ut = bxx + 4(u− λ)ax + 2uxa. (6)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî åñòü ÊäÔ, åñëè âûáðàòü

b = ux, a = −2λ− u. (7)



Çàìå÷àíèå 2. Ñðàâíèì ïðîäåëàííîå âû÷èñëåíèå ñ îïðåäåëåíèåì
ñèììåòðèè äëÿ ÎÄÓ ñ ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Óðàâíåíèå (2) ëåãêî çàïèñàòü
â âèäå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïåðåìåííûå ψ è ψx, â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì âåêòîðíîå ïîëå

Dx = ψx
∂

∂ψ
+ (u− λ)ψ

∂

∂ψx
.

Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèþ (3) îòâå÷àåò âåêòîðíîå ïîëå

Dt = (bψ + 2aψx)
∂

∂ψ
+ c

∂

∂ψx
,

ó êîòîðîãî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà çàäàíà, à âòîðàÿ íåèçâåñòíà. Ìû åå
íàõîäèì èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè

[Dx, Dt] = 0,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî äâóì óðàâíåíèÿì. Èç îäíîãî óðàâíåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ c � ýòî ïðàâàÿ ÷àñòü â (4), à âòîðîå óðàâíåíèå äà¼ò (6).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ýòîì êîíòåêñòå u íå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé
ïåðåìåííîé, ýòî ïðîñòî êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò x è t, òàêîé æå, êàê
a è b. Äèíàìè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ ψ è ψx. Îíè íåçàâèñèìû, ïîýòîìó â (5)
òðåáóåòñÿ çàíóëèòü êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîé èç íèõ.



Çàìå÷àíèå 3. Âûáîð êîýôôèöèåíòîâ (7) � íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûé.
Çàìåòèì, ÷òî (6) ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó óðàâíåíèþ, èñêëþ÷èâ b:

ut = −axxx + 4(u− λ)ax + 2uxa. (8)

Â êà÷åñòâå a ìîæíî áûëî áû ïðèíÿòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ îò
u, u1, u2, . . . , un = ∂nx (u), ÷òî ïðåâðàùàåò (8) â ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå
äîâîëüíî îáùåãî âèäà.

Îäíàêî, çäåñü âûäâèãàåòñÿ âàæíîå äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå: ýòî
óðàâíåíèå íå äîëæíî ñîäåðæàòü ïàðàìåòðà λ, òî åñòü, îí äîëæåí
òîæäåñòâåííî ñîêðàùàòüñÿ â ïðàâîé ÷àñòè.

Ýòî äåëàåò êîíñòðóêöèþ æ¼ñòêîé � êîýôôèöèåíò a äîëæåí áûòü
ìíîãî÷ëåíîì ïî λ, è âñå åãî êîýôôèöèåíòû (ïî÷òè) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ. Âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾âûñøèõ¿ óðàâíåíèé ÊäÔ.
Ìû âåðí¼ìñÿ ê ýòîìó ïîçæå, à ïîêà îãðàíè÷èìñÿ îäíèì ïðèìåðîì,
ñëåäóþùèì ïî ïðîñòîòå çà ÊäÔ:

a = −2λ− u ⇒ ut = u3 − 6uu1,

a = 8λ2 + 4uλ− u2 + 3u2 ⇒ ut = u5 − 10uu3 − 20u1u2 + 30u2u1.



Ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà

Ψx = UΨ, Ψt = VΨ, (9)

ãäå Ψ � n-ìåðíûé âåêòîð, U è V ìàòðèöû n× n. Ýòî êîíå÷íîìåðíûå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Óñëîâèå èõ ñîâìåñòíîñòè çàïèñûâàåòñÿ ñîâåðøåííî ïðîçðà÷íî:

Ψxt = UtΨ + UΨt = (Ut + UV )Ψ

= VxΨ + VΨx = (Vx + V U)Ψ.

Òàê êàê Ψ � âåêòîð èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, òî ýòî ðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè Ψ òîæäåñòâåííî ðàâåí 0:

Ut − Vx = [V,U ]. (10)

Îïðåäåëåíèå 1. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû, åñëè îíî ýêâèâàëåíòíî
óðàâíåíèþ (10), ãäå U è V ìàòðèöû ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè > 1,
çàâèñÿùèå îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (ïîëåé) äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ
è ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ.



Óðàâíåíèå ÊäÔ ïðåêðàñíî ïîäõîäèò ïîä ýòî îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèÿ (2),
(3) è (4) äëÿ ψ çàïèñûâàþòñÿ â ìàòðè÷íîì âèäå (9), åñëè ïîëîæèòü

Ψ =

(
ψ
ψx

)
, U =

(
0 1

u− λ 0

)
, V =

(
−ax 2a

−axx + 2(u− λ)a ax

)
(11)

(çäåñü, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, âçÿëè b = −ax). Â ÷àñòíîñòè, ñàìîìó
óðàâíåíèþ ÊäÔ îòâå÷àåò ìàòðèöà V ñ a = −2λ− u, òî åñòü

V =

(
ux −4λ− 2u

uxx + 2(λ− u)(2λ+ u) −ux

)
. (12)

Íàøè âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:

Óòâåðæäåíèå 1. Óðàâíåíèå ÊäÔ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé
êðèâèçíû (10) ñ óêàçàííûìè ìàòðèöàìè U è V .



Òðåáîâàíèå, ÷òîáû ìàòðèöû çàâèñåëè îò λ âàæíî. Íóæíî, ÷òîáû
ðåøåíèå óðàâíåíèé (9) íà ψ-ôóíêöèè èìåëî íåòðèâèàëüíóþ çàâèñèìîñòü
îò λ, êàê ïàðàìåòðà. Â ÷àñòíîñòè, ìû áóäåì ñòðîèòü ψ-ôóíêöèè â âèäå
ðÿäà ïî λ, à ÌÎÇÐ îñíîâàí íà èçó÷åíèè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ
óðàâíåíèé (9) (ïðè êàêèõ λ èìåþòñÿ ëîêàëèçîâàííûå èëè îãðàíè÷åííûå
ðåøåíèÿ, äàííûå ðàññåÿíèÿ è èõ çàâèñèìîñòü îò t).

Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ψ = KΨ̃, U = KŨK−1 +Dx(K)K−1, V = KṼ K−1 +Dt(K)K−1, (13)

ãäå K = K[u, λ] ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ìàòðèöû,
ñâÿçàííûå òàêîé çàìåíîé, ñ÷èòàþòñÿ êàëèáðîâî÷íî ýêâèâàëåíòíûìè.
Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè íå ïîëó÷àëèñü èç êàêèõ-òî òðèâèàëüíûõ
(íàïðèìåð, äèàãîíàëüíûõ èëè áåç λ).

Ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì
ñâîéñòâîì, êîòîðîå ìîæíî ïðèíÿòü çà îïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìîñòè. Â
ïðèíöèïå, åñòü íåêîòîðûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå äëÿ çàäàííîãî
óðàâíåíèÿ íàéòè ìàòðèöû U, V èëè äîêàçàòü, ÷òî èõ íå ñóùåñòâóåò.
Îäíàêî, îíè äîâîëüíî ñëîæíû è íå óíèâåðñàëüíû, è ìû íå áóäåì íà ýòîì
îñòàíàâëèâàòüñÿ.



Ïðèìåð 1. Ïóñòü f = f(x, u, u1, . . . , un) ∈ F ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ è

U =

(
u λ(u− 1)
0 1

)
, V =

(
f λ(f + 1)
0 −1

)
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (10) äëÿ òàêèõ ìàòðèö ýêâèâàëåíòíî
óðàâíåíèþ ut = Dx(f). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû
åñòü ó ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà? Óâû, ýòî îáìàí � òî, ÷òî
íàçûâàþò `fake representation'. Ìàòðèöû U è V ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé (13)
èç äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö:

Ũ =

(
u 0
0 1

)
, Ṽ =

(
f 0
0 −1

)
, K =

(
1 −λ
0 1

)
.

Ïîíÿòíî, ÷òî îò òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íèêàêîé ïîëüçû íåò.

Ðàñïîçíàòü ôàëüøèâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïî âèäó ìàòðèö ìîæåò áûòü íå
òàê-òî ïðîñòî.



Äðóãèå ïðèìåðû

Êîíå÷íî, êðîìå ÊäÔ åñòü è äðóãèå íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû âèäà

U =

(
−λ −v
u λ

)
, V = 2λU + U1, U1 =

(
−uv vx
ux uv

)
, (14)

òîãäà óðàâíåíèå (10) îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì 2-êîìïîíåíòíîé
ýâîëþöèîííîé ñèñòåìå

ut = uxx + 2u2v, −vt = vxx + 2uv2. (15)

Ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (ñèñòåìà Çàõàðîâà�Øàáàòà èëè
ñèñòåìà Àáëîâèöà�Êàóïà�Íüþýëëà�Ñèãóðà). Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ìîæíî
âûäåëèòü íåñêîëüêî âåùåñòâåííûõ ôîðì. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ñ÷èòàòü
u, v ∈ R. Âî-âòîðûõ, ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó t→ it, ïîñëå ÷åãî ïîÿâëÿþòñÿ
ðåäóêöèè v = ±u∗, ïðèâîäÿùèå ê óðàâíåíèÿì

−iut = uxx ± 2|u|2u. (NLS±)



Êàê è â ñëó÷àå ÊäÔ, óâåëè÷èâàÿ ñòåïåíü V ïî λ, ïîëó÷èì ñèñòåìû áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, âûáîð

V = 4λ2U + 2λU1 + U2, U2 =

(
uvx − uxv −vxx − 2uv2

uxx + 2u2v uxv − uvx

)
, (16)

ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

ut = uxxx + 6uvux, vt = vxxx + 6uvvx. (17)

Çäåñü âîçìîæíû ðåäóêöèè v = ±u, ïðèâîäÿùèå ê ìÊäÔ±

ut = uxxx ± 6u2ux.

Òàêæå ìîæíî ïîëîæèòü v = 1, â ðåçóëüòàòå îïÿòü ïîëó÷èòñÿ ÊäÔ.



Ïðèìåð 3. Ïóñòü

U =
1

2

(
λ −ux
ux −λ

)
, V =

1

2λ

(
cosu sinu
sinu − cosu

)
,

òîãäà óðàâíåíèå (10) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ sin-Ãîðäîí

uxt = sinu. (18)

Åñëè æå âçÿòü

U =
1

2

(
λ ux
ux −λ

)
, V =

1

2λ

(
coshu − sinhu
sinhu − coshu

)
,

òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå sinh-Ãîðäîí

uxt = sinhu. (19)

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà U çäåñü ôàêòè÷åñêè òà æå, ÷òî è â (14), ñ
òî÷íîñòüþ äî çàìåíû u→ ux, v → ±ux è íåñóùåñòâåííûõ
ïåðåîáîçíà÷åíèé. Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèé ìÊäÔ±, ÍØ±, óðàâíåíèÿ
(18) è (19) ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñ÷èòàòü ïåðåìåííóþ u êîìïëåêñíîé, íî
âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé äðóã ê äðóãó íå ñâîäÿòñÿ.



Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà

Â ñëó÷àå ÊäÔ, ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ψ ìîæíî ïåðåïèñàòü â
îïåðàòîðíîì âèäå, ýòî äà¼ò åù¼ îäèí ñïîñîá çàïèñè óñëîâèÿ
ñîâìåñòíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ψt íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ
ψ ïî x âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó îíè èñêëþ÷åíû â ñèëó
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (2). Íî, âìåñòî èñêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî
èçáàâëÿòüñÿ îò ïàðàìåòðà λ. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (2) ïî x è ñîêðàòèì â
(3) ÷ëåí ñ λψx, òîãäà íàøè ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

ψxx = (u− λ)ψ, ψt = 4ψxxx − 6uψx − 3uxψ.

Ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê

Lψ = λψ, ψt = Aψ, (20)

ãäå L ýòî îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà, à A îïåðàòîð òðåòüåãî ïîðÿäêà:

L = −D2
x + u, A = 4D3

x − 6uDx − 3ux. (21)

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Lt + LA)ψ = λAψ = ALψ ⇒ Lt = [A,L].



Îïðåäåëåíèå 2. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà, åñëè îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

Lt = [A,L], (22)

ãäå A,L ∈ F [Dx] äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (ÄÎ) ñ êîýôôèöèåíòàìè,
çàâèñÿùèìè îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîÿñíèì, ÷òî ÄÎ ñîñòîÿò íå òîëüêî èç äèôôåðåíöèðîâàíèé, íî è èç
óìíîæåíèé íà ýëåìåíòû F (ýòî òîæå îïåðàòîðû!), à èõ ïðîèçâåäåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì êîìïîçèöèè:

(AB)(f) = A(B(f)).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ïðàâèëî Ëåéáíèöà äëÿ ïåðåñòàíîâêè
D = Dx è a ∈ F :

(Da)(b) = D(ab) = aD(b) +D(a)b ⇒ Da = aD +D(a).

Ïî èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü òàêæå ôîðìóëó

Dna = aDn +

(
n

1

)
D(a)Dn−1 + · · ·+

(
n

n− 1

)
Dn−1(a)D +Dn(a),

ãäå
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! (ÿñíî, ÷òî ýòî ïðîñòî ôîðìóëà äëÿ D
n(ab)).



Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óìåòü ïåðåìíîæàòü ëþáûå ÄÎ, âàæíî òîëüêî
íå çàáûâàòü, ÷òî è ñâîáîäíûé ÷ëåí â îïåðàòîðå � ýòî íå ôóíêöèÿ, à
îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ.

Äëÿ òðåíèðîâêè, ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ

L = −D2 + u, A = 4D3 − 6uD − 3ux

óðàâíåíèå Ëàêñà äåéñòâèòåëüíî äàåò ÊäÔ. Îïåðàòîð Lt ïîëó÷àåòñÿ
ïðîñòî äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïî t (ñîãëàñíî ïðàâèëó
Ëåéáíèöà, ìîæíî îïðåäåëèòü åãî òàêæå, êàê [Dt, L]). Èìååì:

Lt = ut = [4D3 − 6uD − 3ux,−D2 + u]

= 4D3u− 4uD3 + 6uD3 − 6D2uD

− 6uDu+ 6u2D + 3uxD
2 − 3D2ux

= 4(uD3 + 3uxD
2 + 3uxxD + uxxx)− 4uD3

+ 6uD3 − 6(uD2 + 2uxD + uxx)D

− 6u(uD + ux) + 6u2D

+ 3uxD
2 − 3(uxD

2 + 2uxxD + uxxx)

= uxxx − 6uux.
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= 4D3u− 4uD3 + 6uD3 − 6D2uD
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2 − 3D2ux

= 4(XuD3 + 3uxD
2 + 3uxxD + uxxx)− 4XuD3

+ 6uD3 − 6(uD2 + 2uxD + uxx)D

− 6u(uD + ux) + 6u2D

+ 3uxD
2 − 3(uxD
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ïðîñòî äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïî t (ñîãëàñíî ïðàâèëó
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Lt = ut = [4D3 − 6uD − 3ux,−D2 + u]

= 4D3u− 4uD3 + 6uD3 − 6D2uD

− 6uDu+ 6u2D + 3uxD
2 − 3D2ux

= 4(XuD3 + 3uxD
2 + 3uxxD + uxxx)− 4XuD3

+ 6XuD3 − 6(XuD2 + 2uxD + uxx)D

− 6u(XuD + ux) + 6Xu2D

+ 3uxD
2 − 3(uxD

2 + 2uxxD + uxxx)

= uxxx − 6uux.
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Lt = ut = [4D3 − 6uD − 3ux,−D2 + u]

= 4D3u− 4uD3 + 6uD3 − 6D2uD

− 6uDu+ 6u2D + 3uxD
2 − 3D2ux

= 4(XuD3 + 3uxD
2 + 3uxxD + uxxx)− 4XuD3

+ 6XuD3 − 6(XuD2 + 2uxD + uxx)D

− 6u(XuD + ux) + 6Xu2D

+ 3XuxD
2 − 3(XuxD

2 + 2uxxD + uxxx)

= uxxx − 6uux.
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L = −D2 + u, A = 4D3 − 6uD − 3ux

óðàâíåíèå Ëàêñà äåéñòâèòåëüíî äàåò ÊäÔ. Îïåðàòîð Lt ïîëó÷àåòñÿ
ïðîñòî äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïî t (ñîãëàñíî ïðàâèëó
Ëåéáíèöà, ìîæíî îïðåäåëèòü åãî òàêæå, êàê [Dt, L]). Èìååì:

Lt = ut = [4D3 − 6uD − 3ux,−D2 + u]

= 4D3u− 4uD3 + 6uD3 − 6D2uD

− 6uDu+ 6u2D + 3uxD
2 − 3D2ux

= 4(XuD3 + 3XuxD
2 + 3uxxD + uxxx)− 4XuD3

+ 6XuD3 − 6(XuD2 + 2XuxD + uxx)D

− 6u(XuD + ux) + 6Xu2D

+ 3XuxD
2 − 3(XuxD

2 + 2uxxD + uxxx)

= uxxx − 6uux.



Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óìåòü ïåðåìíîæàòü ëþáûå ÄÎ, âàæíî òîëüêî
íå çàáûâàòü, ÷òî è ñâîáîäíûé ÷ëåí â îïåðàòîðå � ýòî íå ôóíêöèÿ, à
îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ.

Äëÿ òðåíèðîâêè, ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ

L = −D2 + u, A = 4D3 − 6uD − 3ux

óðàâíåíèå Ëàêñà äåéñòâèòåëüíî äàåò ÊäÔ. Îïåðàòîð Lt ïîëó÷àåòñÿ
ïðîñòî äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïî t (ñîãëàñíî ïðàâèëó
Ëåéáíèöà, ìîæíî îïðåäåëèòü åãî òàêæå, êàê [Dt, L]). Èìååì:

Lt = ut = [4D3 − 6uD − 3ux,−D2 + u]

= 4D3u− 4uD3 + 6uD3 − 6D2uD

− 6uDu+ 6u2D + 3uxD
2 − 3D2ux

= 4(XuD3 + 3XuxD
2 + 3XuxxD + uxxx)− 4XuD3

+ 6XuD3 − 6(XuD2 + 2XuxD + Xuxx)D

− 6u(XuD + ux) + 6Xu2D

+ 3XuxD
2 − 3(XuxD

2 + 2XuxxD + uxxx)

= uxxx − 6uux.



Çàìå÷àíèå 4. Ïðåäñòàâëåíèåì Ëàêñà íàçûâàþò ëþáûå óðàâíåíèÿ âèäà
(22), íå îáÿçàòåëüíî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ; íàïðèìåð, A è
L ìîãóò áûòü ýëåìåíòàìè íåêîòîðîé àëãåáðû Ëè.

Èñòîðè÷åñêè, ââåä¼ííûå âûøå ïîíÿòèÿ ïîÿâèëèñü â òàêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: â 1967 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå ÊäÔ ñëóæèò
óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ïàðû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (Ãàðäíåð, Ãðèí,
Êðàñêàë, Ìèóðà); â 1968 áûëî ââåäåíî ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ ÊäÔ;
îáùåå îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû ïîÿâèëîñü â 1971
(Çàõàðîâ, Øàáàò).



Ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû

Ìû ïðîâåðèëè, ÷òî óðàâíåíèå ÊäÔ

ut = uxxx − 6uux (23)

ñëóæèò óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè äëÿ ïàðû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ψxx = (u− λ)ψ, ψt = uxψ − 2(2λ+ u)ψx. (24)

Ñäåëàåì çàìåíó ψx/ψ = f . Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå ïðåâðàòèòñÿ â
óðàâíåíèå Ðèêêàòè

fx + f2 = u− λ. (25)

Âòîðîå óðàâíåíèå äàñò

ψt/ψ = ux − 2(2λ+ u)f = fxx + 2ffx − 2(3λ+ fx + f2)f

= fxx − 2(3λ+ f2)f.

Äèôôåðåíöèðóåì ïî x è ïîëó÷àåì ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå ÊäÔ
(ñî çíàêîì −)

ft = fxxx − 6(f2 + λ)fx. (26)



Èòàê, åñëè u óäîâëåòâîðÿåò ÊäÔ, òî óðàâíåíèÿ íà ψ-ôóíêöèè (24) èìåþò
ñîâìåñòíîå ðåøåíèå, è ïî íåìó ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ f = ψx/ψ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ìÊäÔ. Ïîäñòàíîâêà â îáðàòíóþ ñòîðîíó åùå ïðîùå.

Óòâåðæäåíèå 2. (Ìèóðà, 1968) Ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò ìÊäÔ (26),
òîãäà u = fx + f2 + λ óäîâëåòâîðÿåò ÊäÔ (23).

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà:

u = fx + f2 + λ,

ux = fxx + 2ffx,

uxx = fxxx + 2ffxx + 2f2x ,

uxxx = fxxxx + 2ffxxx + 6fxfxx,

ut = fxt + 2fft

= fxxxx − 6(f2 + λ)fxx − 12ff2x + 2f(fxxx − 6(f2 + λ)fx)

= uxxx − 6fxfxx − 6(f2 + λ)fxx − 12ff2x − 12f(f2 + λ)fx

= uxxx − 6(fx + f2 + λ)(fxx + 2ffx)

= uxxx − 6uux.



Îïðåäåëåíèå 3. Äèôôåðåíöèàëüíîé ïîäñòàíîâêîé íàçûâàåòñÿ ÿâíîå
ïðåîáðàçîâàíèå u = a[v], ïåðåâîäÿùåå ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
E1[v] = 0 â ðåøåíèå óðàâíåíèÿ E2[u] = 0.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå ìÊäÔ íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå f → −f . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå åñòü äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû èç ìÊäÔ â
Êäô:

ft = fxxx − 6(f2 + λ)fx

u=fx+f
2+λ

uu
ũ=−fx+f2+λ

))
ut = uxxx − 6uux ũt = ũxxx − 6ũũx

Ýòî îïðåäåëÿåò íåÿâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó ïåðåìåííûìè u è ũ,
óäîâëåòâîðÿþùèìè îäíîìó è òîìó æå óðàâíåíèþ. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Áýêëóíäà. Ïîçæå ìû ïîêàæåì, êàê èõ
èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàçìíîæåíèÿ ðåøåíèé.



Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû

Èñïîëüçóåì ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû äëÿ ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ÊäÔ.

Äëÿ ýòîãî, îáîçíà÷èì z2 = −4λ è ïîñòðîèì ôîðìàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

fx + f2 = u+ z2/4 (27)

â âèäå ðÿäà

f(z) = −z/2 + F0 +
F1

z
+
F2

z2
+ · · · . (28)

Ïðè ïîäñòàíîâêå â (27) ÷ëåíû ñ z2 ñîêðàùàþòñÿ, êîýôôèöèåíò ïðè z1

äà¼ò F0 = 0, à èç îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñëåäóþò ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ

F1 = −u, Fn+1 = Dx(Fn) +

n−1∑
s=1

FsFn−s, n = 1, 2, . . . . (29)

Îòñþäà âñå Fn îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ îò u.



Âîò íåñêîëüêî ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ (ñêîáêè ïðîñòî ãðóïïèðóþò ÷ëåíû
îäèíàêîâîé ñòåïåíè):

F1 = −u,
F2 = −u1,
F3 = −u2 + u2,

F4 = −u3 + 4uu1,

F5 = −u4 + (6uu2 + 5u21)− 2u3,

F6 = −u5 + (8uu3 + 18u1u2)− 16u2u1,

F7 = −u6 + (10uu4 + 28u1u3 + 19u22)− (30u2u2 + 50uu21) + 5u4.

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (29) ïîðîæäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïëîòíîñòåé äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ (ÿñíî, ÷òî èõ ìîæíî íåìíîãî óïðîñòèòü
ïî ìîäóëþ ImDx, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âûêèíóòü ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå).
Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3. 1) Âñå êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè (28) ÿâëÿþòñÿ
ïëîòíîñòÿìè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ ÊäÔ; 2) âñå ïëîòíîñòè ñ ÷¼òíûìè
íîìåðàìè òðèâèàëüíû; 3) âñå ïëîòíîñòè ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè
íåòðèâèàëüíû è äðóã äðóãó íå ýêâèâàëåíòíû.



Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Çàìåòèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïðîñòåéøåãî
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ìÊäÔ (òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ìÊäÔ
åñòü ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x). Ïðè ïîäñòàíîâêå ðÿäà (28) â ìÊäÔ,
ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïî ïàðàìåòðó z, ñëåäîâàòåëüíî âñå
êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, íî
óæå äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ, ïîñêîëüêó îíè âûðàæåíû ÷åðåç ïåðåìåííóþ u.

2) Çàìåòèì, ÷òî ðÿä f̃ = f(−z) óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ
Ðèêêàòè:

fx + f2 = u+ z2/4, f̃x + f̃2 = u+ z2/4.

Îòñþäà ñëåäóåò

fx − f̃x = f̃2 − f2 ⇒ f̃ + f =
2F2

z2
+

2F4

z4
+ · · · = −Dx(log(f − f̃)).

Ðàñêëàäûâàÿ log(f − f̃) ïî z, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå F2k � ïîëíûå
ïðîèçâîäíûå.



3) Êàæäóþ ïëîòíîñòü ìîæíî ðàçáèòü íà ãðóïïû ìîíîìîâ ïî ñòåïåíÿì.
Ïðîñëåäèì òîëüêî çà ÷ëåíàìè âèäà uk, ïîëàãàÿ un = 0 ïðè n > 0. Ýòî
ïðåâðàùàåò (29) â àëãåáðàè÷åñêîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

F1 = −u, Fn+1 =

n−1∑
s=1

FsFn−s, n = 1, 2, . . . ,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä F2k = 0, F2k−1 = ck(−u)k, ãäå ck � ÷èñëà
1, 1, 2, 5, 14, 24, . . . . Ïîìåíÿâ çíàê u, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (íà ñàìîì äåëå, ýòî ÷èñëà Êàòàëàíà cn = 1

n+1

(
2n
n

)
).

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå F2k−1 ñîäåðæàò ÷ëåí u
k ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì,

à â ÷¼òíûõ íîìåðàõ òàêîãî ÷ëåíà íåò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F2k−1 6∈ ImDx,
òàê êàê ÷ëåí uk íå ìîæåò âîçíèêíóòü ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè. Òàê êàê
ñòåïåíè ðàçíûå, ýòî äîêàçûâàåò è íåýêâèâàëåíòíîñòü ðàçíûõ ïëîòíîñòåé.



Äîìàøíåå çàäàíèå

Çàäà÷à 6. Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè (ÊÏ)

(ut − uxxx + 6uux)x = 3uyy (30)

ñëóæèò óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ψyt = ψty äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà

ψy = ψxx − uψ, ψt = 4ψxxx − 6uψx + vψ. (31)

(Ïîëó÷èòå ñèñòåìó íà êîýôôèöèåíòû u, v è èñêëþ÷èòå â íåé v.)

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà îòëè÷èÿ óðàâíåíèé (31) îò ïðèìåðîâ
íà ëåêöèè. Âî-ïåðâûõ, ïàðàìåòðà λ íåò. Âî-âòîðûõ, îòíîñèòåëüíî ψ ýòî
íå ÎÄÓ, à ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ψ, ψx, ψxx, . . . ÿâëÿþòñÿ
äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî, ïîýòîìó îíè è
çàìåíÿþò ñòåïåíè λ â îäíîìåðíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷àõ.



Çàäà÷à 7. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (30), íå çàâèñÿùèå îò y, óäîâëåòâîðÿþò
ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîìó ÊäÔ

(ut − uxxx + 6uux)x = 0 ⇔ ut = uxxx − 6uux + a(t).

Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó ÊäÔ ñ a(t) = 0, ïðè
ïîìîùè çàìåíû âèäà ũ(x, t) = u(x+ b(t), t) + c(t) ñ ïîäõîäÿùèìè b è c.
Äëÿ òàêèõ ðåøåíèé çàâèñèìîñòü ψ îò y ìîæíî îòäåëèòü, ïîëîæèâ
ψ(x, y, t) = e−λyψ(x, t). Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (31) ñâîäÿòñÿ
ê óæå èçâåñòíûì íàì ëèíåéíûì çàäà÷àì äëÿ ÊäÔ.

Çàäà÷à 8. Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (30), íå çàâèñÿùèå îò t,
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Áóññèíåñêà

3uyy + (uxxx − 6uux)x = 0.

Ââåäèòå ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ïîëàãàÿ ψ(x, y, t) = eλtψ(x, y) è
âûâåäèòå èç (31) ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
(â ìàòðèöàõ 3× 3, â îòëè÷èå îò ÊäÔ).



Çàäà÷à 9. Äëÿ ÊäÔ ìû ïîëó÷èëè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû:
îäíî ñ ìàòðèöàìè (11), (12), äðóãîå ñ ìàòðèöàìè (14), (16), â êîòîðûõ
íóæíî ïîäñòàâèòü v = −1. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ
êàëèáðîâî÷íî ýêâèâàëåíòíû (âîçìîæíî, êðîìå ïîäáîðà ìàòðèöû K
íóæíî åù¼ ïðåîáðàçîâàòü λ).

Çàäà÷à 10. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå Áþðãåðñà

ut = uxx + 2uux

ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé u = vx/v èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ vt = vxx.

Çàäà÷à 11. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå

ut = uxxx −
3u2xx
4ux

äîïóñêàåò ïîäñòàíîâêy v =
√
ux â ëèíåéíîå óðàâíåíèå vt = vxxx.


