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Ïîäãîòîâèòåëüíûå ñâåäåíèÿ



Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ÎÄÓ (äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà) â íåêîòîðîé îáëàñòè â
Rn: 

u′1 = f1(u1, . . . , un),

. . . . . . . . .

u′n = fn(u1, . . . , un).

(1)

Îíà îïðåäåëÿåò ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé îò äèíàìè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ:

d

dt
a(u1, . . . , un) = f1∂1(a) + · · ·+ fn∂n(a),

ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî ∂j = ∂/∂uj .

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé (1), ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì âèäà

F = f1∂1 + · · ·+ fn∂n.



Ïåðâûå èíòåãðàëû

Ôóíêöèÿ I(u1, . . . , un) íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì äëÿ (1), åñëè

dI

dt
= F (I) = 0.

Óðàâíåíèå I = const îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå äëÿ (1),
òî åñòü, ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ íà ýòîì
ìíîãîîáðàçèè, íà íåì è îñòàåòñÿ. Çíàÿ ïåðâûé èíòåãðàë, ìîæíî ïîíèçèòü
ïîðÿäîê ñèñòåìû.

Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñàìà åñòü ïåðâûé
èíòåãðàë.

Â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè ñóùåñòâóåò çàìåíà ïåðåìåííûõ,
âûïðÿìëÿþùàÿ âåêòîðíîå ïîëå, òî åñòü, ïðèâîäÿùàÿ (1) ê òðèâèàëüíîìó
âèäó

v′1 = 1, v′2 = · · · = v′n = 0.

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû, î÷åâèäíî, v2, . . . , vn � ïåðâûå èíòåãðàëû. Èòàê,
ëîêàëüíî ó (1) n-ãî ïîðÿäêà åñòü n− 1 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûé
ïåðâûé èíòåãðàë. Â ÿâíîì âèäå, èõ, êîíå÷íî, ðåäêî ìîæíî íàéòè, òàê êàê
âûïðÿìëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ èñõîäíîé ñèñòåìû.



Çàìå÷àíèå. Áûâàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ êîîðäèíàòû uj èçáûòî÷íû è íå
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåòñÿ ÎÄÓ íà ñôåðå

u21 + · · ·+ u2n = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíûå ïîëÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êàñàòåëüíîì
ðàññëîåíèè ñôåðû, òî åñòü, fj îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî íà ñôåðå è
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ u1f1 + · · ·+ unfn = 0. Àíàëîãè÷íî è äëÿ äðóãèõ
ìíîãîîáðàçèé.

Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ñèñòåìû ìîãóò âîçíèêàòü ïîíèæåíèè ïîðÿäêà ïðè
ïîìîùè ïåðâîãî èíòåãðàëà, êîãäà ìû îãðàíè÷èâàåì äèíàìèêó íà åãî
ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ.

Â òàêèõ, ñëó÷àÿõ, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, íóæíî
ââîäèòü êàêèå-òî íîâûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû, íàïðèìåð, â ñëó÷àå
ñôåðû ìîæíî ñäåëàòü ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ. Åñòåñòâåííî, ïðè
ýòîì ðàçìåðíîñòü ïîíèæàåòñÿ äî Rn−1.



Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê

Ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ (1)
ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî Ó×Ï ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ
ôóíêöèè I:

f1(u1, . . . , un)∂1(I) + · · ·+ fn(u1, . . . , un)∂n(I) = 0. (2)

Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (à åå
èíòåãðàëüíûå êðèâûå íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè).

Åñëè óäà¼òñÿ íàéòè äëÿ (1) n− 1 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ I1, . . . , In−1, òî îáùåå ðåøåíèå (2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

I = A(I1, . . . , In−1),

ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ îò n− 1 ïåðåìåííûõ.



Ýòîò ìåòîä ëåãêî îáîáùèòü è äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé

f1(u1, . . . , un, I)∂1(I) + · · ·+ fn(u1, . . . , un, I)∂n(I) = f(u1, . . . , un, I) (3)

(îáîáùåíèå âîçìîæíî è äëÿ óðàâíåíèé, íåëèíåéíûõ ïî ïðîèçâîäíûì, íî
îíî íåìíîãî ñëîæíåå). Äëÿ (3), ïîä õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìîé
ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìà ïîðÿäêà n+ 1

u′1 = f1(u1, . . . , un, I), . . . , u
′
n = fn(u1, . . . , un, I), I ′ = f(u1, . . . , un, I).

Ïóñòü J(u1, . . . , un, I) å¼ ïåðâûé èíòåãðàë, òî åñòü

f1∂1(J) + · · ·+ fn∂n(J) + f∂I(J) = 0. (4)

Òîãäà ðàâåíñòâî J = const íåÿâíî îïðåäåëÿåò I êàê ôóíêöèþ îò
u1, . . . , un, óäîâëåòâîðÿþùóþ (3). Äåéñòâèòåëüíî, îòñþäà ñëåäóåò

∂1(J) + ∂I(J)∂1(I) = 0, . . . , ∂n(J) + ∂I(J)∂n(I) = 0

è ïîäñòàíîâêà â (4) ïðèâîäèò ê (3). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå (3)
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Jn = A(J1, . . . , Jn−1),

ãäå J1, . . . , Jn � ïåðâûå èíòåãðàëû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû, A �
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.



Ïðèìåð. Óðàâíåíèå Õîïôà

Ðåøèì óðàâíåíèå
ut = uux. (5)

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì, çäåñü ïðîñòî èçìåíåíû îáîçíà÷åíèÿ: t ýòî
u1, x ýòî u2, u ýòî I (à èíäåêñû îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå).
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà (øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî
êàêîé-òî âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé) èìååò âèä:

t′ = 1, x′ = −u, u′ = 0.

Ïåðâûå èíòåãðàëû:
J1 = u, J2 = x+ ut.

Ñëåäîâàòåëüíî, u(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâíî, êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

u = a(x+ ut) (6)

ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé a (ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâåðèòü, âû÷èñëÿÿ ux, ut
êàê ïðîèçâîäíûå íåÿâíîé ôóíêöèè è ïîäñòàâëÿÿ â (5)).

Îòâåò (6) êàæåòñÿ èäèîòñêèì (êàê ðåøèòü òàêîå óðàâíåíèå ïðè
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè a?), íî ó íåãî èìååòñÿ âïîëíå íàãëÿäíûé
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.



Ïðè t = 0 èìååì u(x, 0) = a(x), òî åñòü, ôóíêöèÿ a îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîôèëåì u â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0.

Ðàññìîòðèì òî÷êè ãðàôèêà u, ëåæàùèå íà ôèêñèðîâàííîé âûñîòå u = u0.
Ïðè ëþáîì t, ýòè òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì a(x+ u0t) = u0, òî
åñòü, ïîëó÷àþòñÿ èç íà÷àëüíûõ òî÷åê ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü
îñè Ox íà ðàññòîÿíèå −u0t. Áîëåå âûñîêèå òî÷êè åäóò áûñòðåå. Â
ðåçóëüòàòå, ãðàôèê ïðîñòî èñïûòûâàåò ïðåîáðàçîâàíèå êîñîãî ñäâèãà.



Àëãåáðà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé

Êîììóòàòîð äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé (çàäàííûõ â îäíîé è òîé æå
îáëàñòè Rn) îïðåäåëÿåòñÿ, êàê êîììóòàòîð ëþáûõ äâóõ îïåðàòîðîâ:

[F,G](a) = F (G(a))−G(F (a))

=
∑
i,j

(
fi∂i(gj∂j(a))− gj∂j(fi∂i(a))

)
=
∑
i,j

(
fi∂i(gj)∂j(a)− gj∂j(fi)∂i(a)

)
=
∑
i,j

(
fi∂i(gj)− gi∂i(fj)

)
∂j(a).

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò a ñîêðàùàþòñÿ è â ðåçóëüòàòå [F,G] òàêæå
îêàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì. Äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ ñíà÷àëà F
ïðèìåíÿåì ïîêîìïîíåíòíî ê G, ïîòîì íàîáîðîò, è âû÷èòàåì:

[F,G] =
∑
j

(F (gj)−G(fj))∂j . (7)



Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà
÷èñëî, òî åñòü, îíè îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (áåñêîíå÷íîìåðíîå,
äàæå ïðè n = 1). Îïåðàöèÿ êîììóòàòîðà ïðåâðàùàåò åãî â àëãåáðó Ëè, òî
åñòü, âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà

[F,G] = −[G,F ], (êîñîñèììåòðè÷íîñòü)

[[F,G], H] + [[G,H], F ] + [[H,F ], G] = 0, (òîæäåñòâî ßêîáè).

Ýòè ñâîéñòâà ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ â îáùåì âèäå äëÿ êîììóòàòîðà
[F,G] = FG−GF ëþáûõ îïåðàòîðîâ, ôîðìóëà (7) äëÿ ýòîãî íå íóæíà,
îíà ëèøü ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè.



Ñèììåòðèè

Ïóñòü äàíû äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ. Ðàññìîòðèì îòâå÷àþùèå èì
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, îáîçíà÷èâ íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ïî ðàçíîìó,
íàïðèìåð, x è t:

duj
dx

= fj(u1, . . . , un),
duj
dt

= gj(u1, . . . , un), j = 1, . . . , n.

Ñóùåñòâóåò ëè, äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïðè x = t = 0, ñîâìåñòíîå
ðåøåíèå uj(x, t) óäîâëåòâîðÿþùåå îáåèì ñèñòåìàì? Òàê êàê ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ∂x è ∂t êîììóòèðóþò, òî íà ñîâìåñòíîì ðåøåíèè äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî [F,G] = 0. Èç ïðîèçâîëüíîñòè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
ñëåäóåò, ÷òî îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî. Âåðíî è îáðàòíîå:
åñëè [F,G] = 0, òî ñîâìåñòíîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî, ïî êðàéíåé ìåðå
ëîêàëüíî.

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ êîììóòèðóþùèìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè
íàçûâàþòñÿ ñèììåòðèÿìè äðóã äëÿ äðóãà.

Ïîÿñíåíèå: ñèììåòðèÿ � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå êàêîé-òî
îáúåêò. Â äàííîì ñëó÷àå, ñäâèã ïî èíòåãðàëüíûì òðàåêòîðèÿì îäíîé
ñèñòåìû ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé äðóãîé ñèñòåìû,
òî åñòü, ðåøåíèå u(x, t0) ïåðåâîäèòñÿ â ðåøåíèå u(x, t1).



Áåç ïîäðîáíîñòåé, îòìåòèì, ÷òî ñèììåòðèè, êàê è ïåðâûå èíòåãðàëû,
ïîçâîëÿþò ïîíèæàòü ïîðÿäîê ñèñòåìû. Èìååò ìåñòî òàêîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ F1 ïîðÿäêà n èçâåñòíû
ïåðâûå èíòåãðàëû I1, . . . , Ir è ñèììåòðèè F1, . . . , Fn−r, ïðè÷åì Ij ñëóæàò
ïåðâûìè èíòåãðàëàìè è äëÿ íèõ, è ñèììåòðèè ïîïàðíî êîììóòèðóþò:

[Fi, Fj ] = 0, Fi(Ik) = 0, i, j = 1, . . . , n− r, k = 1, . . . , r,

òîãäà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ F1, èíòåãðèðóåòñÿ â
êâàäðàòóðàõ.



Ãàìèëüòîíîâîñòü

Ñêîáêà Ïóàññîíà � ýòî áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ {, } íà ôóíêöèÿõ îò
äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì

{αf + βg, h} = α{f, h}+ β{g, h} (ëèíåéíîñòü),
{fg, h} = f{g, h}+ g{f, h} (ïðàâèëî Ëåéáíèöà),

{f, g} = −{g, f} (àíòèñèììåòðè÷íîñòü),
{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 (òîæäåñòâî ßêîáè).

Áëàãîäàðÿ ïðàâèëó Ëåéáíèöà è ëèíåéíîñòè, ñêîáêó äîñòàòî÷íî çàäàòü íà
êîîðäèíàòàõ:

{ui, uj} = Jij(u1, . . . , un),

òîãäà

{f, g} =
∑
i,j

Jij∂i(f)∂j(g).

Ïðè ýòîì äîëæíî áûòü Jij = −Jji è

{ui, Jjk}+ {uj , Jki}+ {uk, Jij} = 0 ⇔∑
s

(
Jis∂s(Jjk) + Jjs∂s(Jki) + Jks∂s(Jij)

)
= 0.



Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð � ñêîáêà Äàðáó, îòâå÷àþùàÿ ìàòðèöå J =
(

0 I
−I 0

)
.

Ôóíêöèè c òàêèå, ÷òî {c, f} = 0 äëÿ âñåõ f íàçûâàþòñÿ àííóëÿòîðàìè
ñêîáêè Ïóàññîíà èëè ôóíêöèÿìè Êàçèìèðà (èõ ìîæåò è íå áûòü, ýòî
ïîêàçàòåëü âûðîæäåííîñòè ñêîáêè).

Ñèñòåìà ÎÄÓ âèäà

u′j = {uj , h} =
∑
s

Jjs∂s(h)

íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì h, ñîîòâåòñòâóþùåå
âåêòîðíîå ïîëå Xh íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
èìååì

Xh(f) = {f, h}.

Â ÷àñòíîñòè, Xh(h) = 0, òî åñòü, h � ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Êðîìå òîãî, èìååì

[Xf , Xg](h) = Xf (Xg(h))−Xg(Xf (h)) = Xf ({h, g})−Xg({h, f})
= {{h, g}, f} − {{h, f}, g} = {{h, g}, f}+ {{f, h}, g}

= {{g, f}, h} = {h, {f, g}} = X{f,g}(g),

òî åñòü
[Xf , Xg] = X{f,g}.



Òàêèì îáðàçîì, êîììóòàòîð ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñàì
ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òàêèå
ïîëÿ îáðàçóþò àëãåáðó Ëè.

Â âû÷èñëåíèÿõ ãàìèëüòîíîâîñòü óäîáíà òåì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò çàìåíÿòü
îïåðàöèè íàä âåêòîðíûìè ïîëÿìè (n-êîìïîíåíòíûé îáúåêò) íà îïåðàöèè
íàä ãàìèëüòîíèàíàìè (ñêàëÿðû). Â ÷àñòíîñòè, Óòâåðæäåíèå 1 çàìåíÿåòñÿ
íà òàêîå:

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü íà 2n+ r-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè çàäàíà ñêîáêà
Ïóàññîíà ñ r ôóíêöèÿìè Êàçèìèðà è ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûå ñ
íèìè è äðóã ñ äðóãîì ãàìèëüòîíèàíû h1, . . . , hn â èíâîëþöèè, òî åñòü,
{hi, hj} = 0. Òîãäà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, îòâå÷àþùàÿ h1, èíòåãðèðóåòñÿ
â êâàäðàòóðàõ.



Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíûì äåëÿòñÿ íà
ýëëèïòè÷åñêèå, ãèïåðáîëè÷åñêèå è ïàðàáîëè÷åñêèå, â çàâèñèìîñòè îò
ñèãíàòóðû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, îòâå÷àþùåé ãëàâíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.
Â ïðèíöèïå, óðàâíåíèÿ èç ýòèõ êëàññîâ âñòðå÷àþòñÿ è ó íàñ.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ: Ëèóâèëëÿ uxy = eu è sin-Ãîðäîíà
uxy = sinu.

Èõ (áîëåå ñëîæíûå) ýëëèïòè÷åñêèå âåðñèè: uxx + uyy = eu,
uxx + uyy = sinu.

Ïàðàáîëè÷åñêèå: óðàâíåíèå Áþðãåðñà ut = uxx + 2uux.

Îäíàêî, â îñíîâíîì ìû ðàáîòàåì ñ ýâîëþöèîííûìè óðàâíåíèÿìè èëè
ñèñòåìàìè. Îíè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ∂t, à ïî ∂x ïîðÿäîê ìîæåò áûòü
ëþáîé. Íàïðèìåð, ÊäÔ

ut = uxxx + 6uux,

èëè íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

ut = uxx + 2u2v, −vt = vxx + 2uv2.



Äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå

Ïóñòü äàíî Ó×Ï îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u(x1, . . . , xn). ×òîáû îáîáùèòü
äëÿ íåãî òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê ïåðâûå èíòåãðàëû è ñèììåòðèè, íåîáõîäèìî
ïîíÿòü, êàê â ýòîì ñëó÷àå óñòðîåíî äèôôåðåíöèðîâàíèå â ñèëó
óðàâíåíèÿ. Äëÿ íà÷àëà íóæíî ïîíÿòü, íà ÷åì îíî äåéñòâóåò, òî åñòü,
îáîáùèòü ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå. Äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè íàçûâàåòñÿ òàêîé
ìèíèìàëüíûé íàáîð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò u, ÷òî âñå îñòàëüíûå
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ èç ñàìîãî óðàâíåíèÿ è âñåõ åãî
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé.

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ÎÄÓ, íàáîð äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ áåñêîíå÷åí.
Ãðóáî ãîâîðÿ, ýòî íàáîð òàêèõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå ìîæíî çàäàâàòü
ïðîèçâîëüíî â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïîíÿòíî, ÷òî ðåøåíèå Ó×Ï
èìååò ôóíêöèîíàëüíûé ïðîèçâîë (íàïðèìåð, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì ïðîôèëåì), ïîýòîìó äàæå
ëîêàëüíî, â îäíîé òî÷êå, â ðÿäå Òåéëîðà äëÿ ðåøåíèÿ èìååòñÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãî ñâîáîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ.



Íàïðèìåð, ïóñòü â óðàâíåíèè íà u(x, y) ñîäåðæàòñÿ òàêèå ïðîèçâîäíûå:

u, ux, uxx, uy, uxy, uxxy, uxxxy, uyy, uxyy.

Îòìåòèì èõ êðàñíûì íà ïëîñêîñòè, ãäå
òî÷êà (n,m) îòâå÷àåò ∂nx∂

m
y (u). Ñìåñòèì

êîîðäèíàòíûé êâàäðàíò â îäíó èç òî÷åê
ýòîãî íàáîðà, òàê ÷òîáû äðóãèõ êðàñíûõ
òî÷åê â íåãî íå ïîïàäàëî. Â ýòîì ïðèìåðå
åñòü äâà âàðèàíòà âûáîðà òàêîé òî÷êè,
ïîêàçàí îäèí èç íèõ. Âñå ÷òî îñòà¼òñÿ çà
ïðåäåëàìè êâàäðàíòà � ýòî è åñòü
äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå (÷åðíûå òî÷êè).
Âñå ïðîèçâîäíûå, îòìå÷åííûå áåëûì, ÷åðåç
íèõ âûðàæàþòñÿ.

n

m

Â äàëüíåéøåì, ïóñòü F îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé îò
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è ïðîèçâîëüíîãî, íî êîíå÷íîãî ÷èñëà
äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ òèïà f [u]). Òàêèå ôóíêöèè ïîä÷èíÿþòñÿ îïðåäåë¼ííûì
ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êîòîðûå ñëåäóþò èç ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâîäíûõ îò ñëîæíîé ôóíêöèè è èñêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â ñèëó
óðàâíåíèÿ.



Ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ

Â íàèáîëåå âàæíîì äëÿ íàñ ñëó÷àå ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé

ut = f(x, t, u, ux, uxx, . . . , ∂
n
x (u))

åñòåñòâåííûé âûáîð äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ � âñå ïðîèçâîäíûå ïî x

u, ux, uxx, uxxx, . . .

Çäåñü u ìîæåò áûòü è âåêòîðîì, òî åñòü, îïðåäåëåíèå ïðèìåíèìî è ê
ñèñòåìàì. Ñþäà îòíîñÿòñÿ è óðàâíåíèÿ òèïà

utt = f(x, t, u, ux, . . . , ∂
n
x (u), ut, uxt, . . . , ∂

n
x (ut))

(íàïðèìåð, óðàâíåíèå Áóññèíåñêà), ÷òî ìîæíî çàïèñàòü êàê ñèñòåìó

ut = v, vt = f(x, t, u, ux, . . . , ∂
n
x (u), v, vx, . . . , ∂

n
x (v)).

Äàëåå, äëÿ ïðîñòîòû, ðàññìîòðèì ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ (îäíî ïîëå), õîòÿ
âñå ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñèñòåìû. Óäîáíî ïðèíÿòü îáîçíà÷åíèÿ

uj = ∂jx(u), ∂j = ∂/∂uj , j = 0, 1, 2, . . .



Îïåðàòîðû ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî x � ýòî ôîðìàëüíîå
âåêòîðíîå ïîëå

Dx = ∂x + u1∂0 + u2∂1 + · · ·+ uj+1∂j + . . .

Õîòÿ âåêòîðíîå ïîëå Dx áåñêîíå÷íîìåðíî, åãî äåéñòâèå íà ôóíêöèè èç F
êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Î÷åâèäíî, ýòî äåéñòâèå åñòü ïðîñòî âû÷èñëåíèå
ïðîèçâîäíîé îò ñëîæíîé ôóíêöèè:

Dx(a(x, u0, . . . , uk)) = ∂x(a) + u1∂0(a) + · · ·+ uk+1∂k(a).

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Dx íå ñâÿçàí ñ âûáîðîì ýâîëþöèîííîãî
óðàâíåíèÿ, äëÿ âñåõ óðàâíåíèé îí îäèí è òîò æå.
Îò óðàâíåíèÿ çàâèñèò ëèøü ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî t.



Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

ut = f(x, u0, u1, . . . , un). (8)

Îïðåäåëåíèå. Ýâîëþöèîííîé ïðîèçâîäíîé â ñèëó (8), èëè îïåðàòîðîì
ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî t, íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå

∇f = Dt = ∂t + f∂0 +Dx(f)∂1 + · · ·+Dj
x(f)∂j + . . .

Îïÿòü, äåéñòâèå Dt íà F êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Çäåñü ìû ñíà÷àëà
ïðîäîëæàåì óðàâíåíèå íà âñå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, èñïîëüçóÿ óæå
ââåäåííûé îïåðàòîð Dx:

u1,t = Dx(ut) = Dx(f), u2,t = Dx(u1,t) = D2
x(f), . . . ,

à ïîòîì ðàñïðîñòðàíÿåì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ôóíêöèè. Ïî
ïîñòðîåíèþ, èìååì

[Dx, Dt] = 0.

Òàêæå, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîììóòàòîð äâóõ ýâîëþöèîííûõ
äèôôåðåíöèðîâàíèé èìååò òàêîé æå âèä, à èìåííî,

[∇f ,∇g] = ∇[f,g], ãäå [f, g] := ∇f (g)−∇g(f).

Ñëåäîâàòåëüíî, ýâîëþöèîííûå âåêòîðíûå ïîëÿ îáðàçóþò àëãåáðó Ëè.



Ñèììåòðèè

Ýòî îïðåäåëåíèå ïî ñóùåñòâó íå ìåíÿåòñÿ. Óðàâíåíèÿ ut = f [u] è
uT = g[u] íàçûâàþòñÿ ñèììåòðèÿìè äðóã äëÿ äðóãà, åñëè êîììóòèðóþò
ñîîòâåòñòâóþùèå ýâîëþöèîííûå âåêòîðíûå ïîëÿ:

[∇f ,∇g] = 0,

÷òî ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ [f, g] = 0 äëÿ ôóíêöèé.

Îòìåòèì, ÷òî èç òîæäåñòâà ßêîáè

[[∇f ,∇g],∇h] + [[∇g,∇h],∇f ] + [[∇h,∇f ],∇g] = 0,

ñëåäóåò, ÷òî åñëè ∇g è ∇h êîììóòèðóþò ñ ∇f , òî ýòî æå âåðíî è äëÿ
[∇g,∇h]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèììåòðèè ôèêñèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ
îáðàçóþò àëãåáðó Ëè.



Îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà ∇f ê ôóíêöèè g ∈ F
ìîæíî çàïèñàòü è íàîáîðîò, êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîãî
îïåðàòîðà ê f :

∇f (g) =: g∗(f).

Ýòî ïðîñòî îïðåäåëåíèå g∗. Ïîêà íàì ýòîò îïåðàòîð íå íóæåí, íî â
äàëüíåéøåì ïðèãîäèòñÿ. Âûïèøåì åãî áîëåå ÿâíî:

∇f (g(x, u0, . . . , uk) = f∂0(g) +Dx(f)∂1(g) + · · ·+Dk
x(f)∂k(g)

=
(
∂0(g) + ∂1(g)Dx(f) + · · ·+ ∂k(g)D

k
x

)
(f)

= g∗(f) =
d

dε
g[u+ εf ]

∣∣∣
ε=0

.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîðîì ëèíåàðèçàöèè, èëè ïðîèçâîäíîé Ôðåøå,
íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

g∗ = ∂0(g) + ∂1(g)Dx(f) + · · ·+ ∂k(g)D
k
x.



Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ïî àíàëîãèè ñ ÎÄÓ, ìîæíî áûëî áû ïðèíÿòü îïðåäåëåíèå ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ, êàê òàêèõ ôóíêöèé I[u], ÷òî Dt(I) = 0. Íî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî
äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé òàêèõ ôóíêöèé íå áûâàåò, òàê êàê åñëè uk
� ñòàðøàÿ ïåðåìåííàÿ, îò êîòîðîé çàâèñèò I, òî â Dt(I) = ∇f (I) èìååòñÿ
÷ëåí ∂k(I)D

k(f), â êîòîðûé âõîäèò ïåðåìåííàÿ un+k (n � ïîðÿäîê f) è
îíà íè ñ ÷åì íå ñîêðàùàåòñÿ. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü
íåìíîãî áîëåå ñëîæíîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå. Çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé ρ, σ ∈ F
òàêàÿ, ÷òî

Dt(ρ) = Dx(σ).

Ôóíêöèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ, σ � òîêîì.

Ïî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè r ∈ F ìîæíî ïîñòðîèòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñ
ρ = Dx(r) è σ = Dt(r), íî ýòî íåèíòåðåñíî è òàêèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
ñ÷èòàþòñÿ òðèâèàëüíûìè. Ïëîòíîñòè, îòëè÷àþùèåñÿ íà ïîëíóþ
ïðîèçâîäíóþ îò x íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè:

ρ ∼ ρ̃ ⇔ ρ− ρ̃ ∈ ImDx.



Ôóíêöèîíàëû

Ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïðèâîäèò ê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó
F̂ = F/ ImDx. Ôàêòè÷åñêè, åãî ýëåìåíòû, òî åñòü, êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ìîäóëþ ImDx, ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
ôóíêöèîíàëàìè:

ρ[u] + ImDx ←→
∫ +∞

−∞
ρ[u] dx,

ïîñêîëüêó èíòåãðàë îò Dx(r) ðàâåí ðàçíîñòè ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ,
êîòîðûìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Åñëè ρ � ïëîòíîñòü çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
îáåñïå÷èâàþò ñîêðàùåíèå (íàïðèìåð, áëàãîäàðÿ áûñòðîóáûâàíèþ), òî
òàêîé ôóíêöèîíàë ñîõðàíÿåòñÿ:

∂t

∫ +∞

−∞
ρ dx =

∫ +∞

−∞
Dt(ρ) dx =

∫ +∞

−∞
Dx(σ) dx = σ

∣∣∣+∞
−∞

= 0.

Ýòî àíàëîã ïåðâîãî èíòåãðàëà äëÿ ÎÄÓ, íî, îòëè÷èå â òîì, ÷òî ýòî íå
ôóíêöèÿ îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à ôóíêöèîíàë, òî åñòü
íåëîêàëüíûé îáúåêò.



Çäåñü âîçíèêàåò íåñêîëüêî âàæíûõ âîïðîñîâ, íà êîòîðûå ìû îòâåòèì â
ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

Êàê îïðåäåëèòü, òðèâèàëüíà ïëîòíîñòü èëè íåò? Òî åñòü, êàê
îõàðàêòåðèçîâàòü ImDx?

Ê ÷åìó ñâîäèòñÿ ïîèñê çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ?

Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó äëÿ ôóíêöèîíàëîâ?

Ïîêà òîëüêî îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå íå
îáÿçàíî èìåòü íåòðèâèàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, èëè èõ ìîæåò áûòü
êîíå÷íîå ÷èñëî. Â îòëè÷èå îò ÎÄÓ, ãäå ÷èñëî ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ðàâíî
ïîðÿäêó ñèñòåìû −1, çäåñü ñâÿçè ñ ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ íåò.

Íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ îáëàäàþò áåñêîíå÷íûì íàáîðîì çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ. Ýòî ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íûì (íî íå íåîáõîäèìûì) ïðèçíàêîì
èíòåãðèðóåìîñòè.



Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå

ut = uxxx = u3

èìååò ïëîòíîñòü u, à òàêæå áåñêîíå÷íî ìíîãî ïëîòíîñòåé âèäà u2n,
n = 0, 1, 2, . . . . Äåéñòâèòåëüíî,

Dt(u) = Dx(u2),

Dt(u
2
n) = 2unun+3 = 2Dx(unun+2)− un+1un+2 = Dx(2unun+2 − u2n+1).

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòè ïëîòíîñòè íåòðèâèàëüíû, òî åñòü, íå ñóùåñòâóåò
òàêîé r ∈ F , ÷òî Dx(r) = u2n. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
Dx(r) ëèíåéíà ïî ñòàðøåé ïåðåìåííîé.

Ýòè æå ïëîòíîñòè ãîäÿòñÿ è äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé âèäà

ut = u2k+1

(åñòåñòâåííî, òîêè áóäóò äðóãèìè).



Ïðèìåð 2. Îäíàêî, óðàâíåíèÿ

ut = uxx èëè ut = uxx + 2uux

èìåþò òîëüêî îäíó ïëîòíîñòü u. Âîîáùå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ÷åòíîãî ïîðÿäêà ïîðÿäîê ïëîòíîñòåé íå
ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 3. Óðàâíåíèå ÊäÔ ut = uxxx + 6uux:

Dt(u) = Dx(u2 + 3u2),

Dt(u
2) = Dx(2uu2 − u21 + 4u3),

Dt(u
2
1 − 2u3) = Dx(2u1u3 − u22 − 6u2u2 + 12uu21 − 9u4),

Dt(u
2
2 − 10uu21 + 5u4) = Dx(2u2u4 − u23 − 20uu1u3 + 16uu22

+ 10u21u2 + 20u3u2 − 90u2u21 + 24u5),

. . . . . . . . .

Íà ñëåäóþùåé ëåêöèè ðàçðàáîòàåì ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé äîêàçàòü, ÷òî ó
ýòîãî óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.



Ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

• Äëÿ óðàâíåíèé âèäà

uxx − uyy = f(x, y, u, ux, uy) èëè uxx + uyy = f(x, y, u, ux, uy)

â êà÷åñòâå äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ãîäÿòñÿ

u, ux, uxx, uxxx, . . . , uy, uxy, uxxy, uxxxy . . . ,

òî åñòü, âñå ïðîèçâîäíûå, íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî y. Ïîíÿòíî, ÷òî
âìåñòî íåãî ìîæíî âûáðàòü è äðóãîé íàáîð, ñ çàìåíîé x↔ y.
Ôîðìàëüíî, ýòî òàêèå æå ïåðåìåííûå, êàê äëÿ ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû
òèïà Áóññèíåñêà.

• Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â êîîðäèíàòàõ ñâåòîâîãî êîíóñà

uxy = f(x, y, u, ux, uy) (9)

â êà÷åñòâå äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ óäîáíî ïðèíÿòü

u, ux, uxx, uxxx, . . . , uy, uyy, uyyy, . . . .

Âñå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ìîæíî çàìåíèòü â ñèëó óðàâíåíèÿ,
íàïðèìåð

uxxy = ∂x(f) + ∂u(f)ux + ∂ux(f)uxx + ∂uy (f)f.



Îïåðàòîðû ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ

Äëÿ (9) âñå íåìíîãî õèòðåå. Îáà îïåðàòîðà ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ Dx è Dy

çàâèñÿò îò óðàâíåíèÿ, è, áîëåå òîãî, èõ ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëÿòü äðóã
÷åðåç äðóãà. Ïóñòü

u = u00, uj,0 = ∂jx(u), u0,j = ∂jy(u), j = 1, 2, . . .

� äèíàìè÷åñêèé íàáîð è ïóñòü ∂ij = ∂/∂uij .

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîðû ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ (9) èìåþò âèä

Dx = ∂x +

∞∑
j=0

uj+1,0∂j,0 +

∞∑
j=1

Dj−1
y (f)∂0,j ,

Dy = ∂y +

∞∑
j=1

Dj−1
x (f)∂j,0 +

∞∑
j=0

u0,j+1∂0,j .

Íà ¾ñâîè¿ ïðîèçâîäíûå ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò ïðîñòî ñäâèãîì
èíäåêñà, à äëÿ ¾÷óæèõ¿ ïðèìåíÿåòñÿ èñêëþ÷åíèå ñìåøàííûõ
ïðîèçâîäíûõ ïðè ïîìîùè âòîðîãî îïåðàòîðà. Çàöèêëèâàíèÿ íå
ïðîèñõîäèò, òàê êàê èñêëþ÷àþòñÿ ìëàäøèå, óæå îïðåäåëåííûå
ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå.



Ïåðâûå èíòåãðàëû

Â öåëîì, îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îñòàþòñÿ òàêèìè æå. Ïîä ñèììåòðèåé ïîíèìàåòñÿ ýâîëþöèîííîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå, êîììóòèðóþùåå ñ Dx è Dy, çàêîí ñîõðàíåíèÿ �
ñîîòíîøåíèå âèäà Dx(ρ) +Dy(σ) = 0.

Íî, ïî ñðàâíåíèþ ñ ýâîëþöèîííûìè óðàâíåíèÿìè åñòü îäíà îñîáåííîñòü:
ìîãóò áûòü ïåðâûå èíòåãðàëû â îáû÷íîì ñìûñëå. Ïðàâäà, îíè åùå áîëåå
ðåäêè, ÷åì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, è èõ íàëè÷èå îáû÷íî îçíà÷àåò, ÷òî
óðàâíåíèå ëèíåàðèçóåìî è, áîëåå òîãî, äëÿ åãî ðåøåíèÿ ìîæíî íàïèñàòü
ÿâíóþ ôîðìóëó.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ I[u] íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ïî
íàïðàâëåíèþ x, åñëè Dx(I) = 0. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûå
èíòåãðàëû ïî íàïðàâëåíèþ y.



• Î÷åâèäíûé ïðèìåð: âîëíîâîå óðàâíåíèå

uxy = 0,

÷òî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Dx(uy) = 0 èëè Dy(ux) = 0.

ßñíî, ÷òî ýòî ñðàçó ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü: u(x, y) = a(x) + b(y).

• Äëÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ

uxy = eu

èìååì
Dx(2uyy − u2y) = 0, Dy(2uxx − u2x) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî,

Dx(2uyy − u2y) = 2uxyy − 2uyuxy = 2Dy(e
u)− 2uye

u = 0,

è àíàëîãè÷íî äëÿ y-èíòåãðàëà. Ïîçæå ìû ðàçáåðåì ýòîò ïðèìåð ïîäðîáíî
è âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ.



Äîìàøíåå çàäàíèå

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ

u′1 = u1(−u1 + u2 + u3 + · · ·+ un),

u′2 = u2( u1 − u2 + u3 + · · ·+ un),

u′3 = u3( u1 + u2 − u3 + · · ·+ un),

. . . . . . . . .

u′n = un( u1 + u2 + u3 + · · · − un).

Ïîêàæèòå, ÷òî åå èíòåãðèðîâàíèå ñâîäèòñÿ ê îäíîé êâàäðàòóðå è îòâåò
çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ãèïåðýëëèïòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.

[Ïîäñêàçêà: îáîçíà÷üòå ñóììó îòäåëüíîé áóêâîé è âîñïîëüçóéòåñü
ñâîéñòâàìè óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè.]

Çàìå÷àíèå. Ýòîò ïðèìåð âîñõîäèò ê Êîâàëåâñêîé. Îí äîâîëüíî
èñêóññòâåííûé, íî ÷óòü áîëåå ñëîæíûå ñèñòåìû ñ ïîõîæåé
¾êîëëåêòèâíîé¿ ñòðóêòóðîé âçàèìîäåéñòâèÿ (è ñõîäíîé ñõåìîé ðåøåíèÿ)
âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, ñì. íàïð.

S. Watanabe, S.H. Strogatz. Constants of motion for superconducting
Josephson arrays. Physica D 74 (1994) 197�253.

https://doi.org/10.1016/0167-2789(94)90196-1


Çàäà÷à 4. Ðåøèòå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê 2D óðàâíåíèå Õîïôà

ut = p(u)ux + q(u)uy,

ãäå p(u) è q(u) ëþáûå ôóíêöèè.

Çàäà÷à 5. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðâûå òðè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äëÿ ÊäÔ
(ñì. ïðèìåð 3) îáîáùàþòñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà

ut = uxxx + f(u)ux

ñ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèåé f(u). Òî÷íåå, íàéäèòå ôóíêöèè g(u) è
σ1, σ2, σ3 ∈ F òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Dt(u) = Dx(σ1),

Dt(u
2) = Dx(σ2),

Dt(u
2
1 + g(u)) = Dx(σ3).

[Ïîäñêàçêà: ïðè âû÷èñëåíèè σj ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ïåðâîîáðàçíûå
îò f(u), ïîýòîìó óäîáíî îáîçíà÷èòü f(u) = F ′′(u).]

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óæå íà ñëåäóþùåé ïëîòíîñòè
âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ íà f . Îíà è ïîñëåäóþùèå ïëîòíîñòè ñóùåñòâóþò,
òîëüêî åñëè f ìíîãî÷ëåí íå âûøå âòîðîé ñòåïåíè (ÊäÔ èëè ìÊäÔ).
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