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Ñîëèòîí ÊäÔ

Óðàâíåíèå ÊäÔ
ut = uxxx + 6uux (1)

îïèñûâàåò îòêëîíåíèå u ïîâåðõíîñòè âîäû îò íóëåâîãî óðîâíÿ â
îäíîìåðíîì êàíàëå ïîñòîÿííîé ãëóáèíû h. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî u� h, à
äëèíû âîëí L� h. Âûâîä èç óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ìîæíî
ïîñìîòðåòü â [Íüþýëë]. Âñå êîýôôèöèåíòû â (1) îáåçðàçìåðåíû, ÷èñëî 6
ââåäåíî äëÿ óäîáñòâà (ìîæíî ðàññòàâèòü ëþáûå êîýôôèöèåíòû,
ðàñòÿãèâàÿ u, x èëè t).

Ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî ÷ëåí uux îïèñûâàåò íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå
âîëí. Â óðàâíåíèè Õîïôà ut = uux îí ïðèâîäèò ê îïðîêèäûâàíèþ. Â
óðàâíåíèè Áþðãåðñà ut = uxx + 2uux îïðîêèäûâàíèå ïîäàâëÿåòñÿ ÷ëåíîì
uxx, îòâå÷àþùèì äèññèïàöèè âîëí (çàòóõàíèå). À â (1) äîáàâëÿåòñÿ uxxx,
îòâå÷àþùèé äèñïåðñèè (ðàñïîëçàíèå).

Ñîëèòîí ÊäÔ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê áûñòðîóáûâàþùåå ðåøåíèå â âèäå
áåãóùåé âîëíû:

u(x, t) = y(x− ct), y, y′, y′′, · · · → 0, x→ ±∞.

Íàéäåì åãî.



Ïîäñòàíîâêà â (1) äàåò ÎÄÓ íà y = y(z):

−cy′ = y′′′ + 6yy′.

Èíòåãðèðóåì, ïîëó÷àåì

y′′ + 3y2 + cy + c1 = 0.

Óìíîæàåì íà 2y′ è èíòåãðèðóåì åùå ðàç:

(y′)2 + 2y3 + cy2 + 2c1y + c2 = 0.

Â ïðèíöèïå, ýòî óðàâíåíèå âèäà y′ = F (y), èíòåãðèðóþùååñÿ â
êâàäðàòóðàõ:

z =

y∫
y0

dy√
−2y3 − cy2 − 2c1y − c2

.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ýòî òàê íàçûâàåìûé ýëëèïòè÷åñêèé
èíòåãðàë, â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ íå áåðåòñÿ. Êðîìå òîãî, ýòó
ôîðìóëó íóæíî îáðàùàòü, ÷òîáû âûðàçèòü y êàê ôóíêöèþ îò z. Ýòî
ïðèâîäèò ê ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèÿì (ßêîáè èëè Âåéåðøòðàññà). Ìû ê
ýòîìó âåðíåìñÿ, êîãäà áóäåì èçó÷àòü ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÊäÔ.



À ïîêà çàìåòèì, ÷òî ìû çàáûëè ïðî óñëîâèå áûñòðîóáûâàíèÿ. Îíî òóò
æå ôèêñèðóåò êîíñòàíòû c1 = c2 = 0 è ïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå

(y′)2 + 2y3 + cy2 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå âûïèñàííûé âûøå èíòåãðàë áåðåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèÿõ (èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé äèôôåðåíöèàëüíîãî áèíîìà,
ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà). Ïðîùå âñåãî ñäåëàòü òàêèå ìàíèïóëÿöèè:

y = 2v−2 ⇒ y′ = −4v−3v′ ⇒ 16v−6(v′)2 + 16v−6 + 4cv−4 = 0 ⇒
4(v′)2 + cv2 = −4.

Îòñþäà âèäèì, ÷òî äîëæíî áûòü c < 0. Ïîëîæèì c = −4k2, òîãäà èìååì

k2v2 − (v′)2 = 1.

Î÷åâèäíî, ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿþò ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè
v = k−1 cosh(kz + δ). Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå, ïîëó÷àåì ïðåñëîâóòûé ñîëèòîí:

u =
2k2

cosh2(kx+ 4k3t+ δ)
. (2)



Ýòî ðåøåíèå áûëî èçâåñòíî åùå Ðàññåëëó
(õîòÿ îí íå çíàë óðàâíåíèÿ ÊäÔ). Âñå ÷òî
ìû ïîêà âèäèì, èç ôîðìóëû (2), ýòî ÷òî
ñêîðîñòü ñîëèòîíà ñ ïàðàìåòðîì k ðàâíà
4k2 è ñîâïàäàåò ñ óäâîåííîé àìïëèòóäîé. Òî
åñòü, ÷åì âûøå ñîëèòîí, òåì áûñòðåå îí
áåæèò. -10 -5 5 10
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Èíòåðåñíûå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùåé âîëíû åñòü ó ìíîãèõ óðàâíåíèé
(õîòÿ îíè íå âñåãäà áûâàþò áûñòðîóáûâàþùèìè, íàïðèìåð, êèíêè
âûõîäÿò íà ðàçíûå ïîñòîÿííûå ïðè x→ ±∞).

Áîëåå ïðîäâèíóòîå ñâîéñòâî, óêàçûâàþùåå íà èíòåãðèðóåìîñòü,
çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ó ÊäÔ ìíîãîñîëèòîííûõ ðåøåíèé. Èõ
âûâîä áóäåò îäíîé èç íàøèõ öåëåé íà ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

À ïîêà îáðàòèìñÿ ê ÷èñëåííîìó ñ÷åòó, êîòîðûé ïîçâîëèò ïîñìîòðåòü, êàê
ýòè ðåøåíèÿ óñòðîåíû.



Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà Çàáóñêè�Êðàñêàëà

Ðàññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ óðàâíåíèÿ ÊäÔ (1) ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå

[ZK] N.J. Zabusky, M.D. Kruskal. Interaction of �solitons� in a collisionless plasma
and the recurrence of initial states. Phys. Rev. Let. 15:6 (1965) 240�243.

(Â ýòîé ñòàòüå è áûë ââåä¼í òåðìèí ñîëèòîí, êàê ñîêðàùåíèå îò solitary

wave pulse � èìïóëüñ â âèäå óåäèí¼ííîé âîëíû, èëè îò solitary wave of

translation � óåäèí¼ííàÿ âîëíà ïåðåíîñà.)

Ýòà äèñêðåòèçàöèÿ èìååò âèä ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ un,m ñ
òàêèì øàáëîíîì (äëÿ êðàòêîñòè, n è m â èíäåêñàõ ïðîïóùåíû):

u-2,0 u-1,0 u0,0 u1,0 u2,0

u0,-1

u0,1

http://link.aps.org/abstract/PRL/v15/p240


À èìåííî,

u0,1 − u0,−1 = a(u2,0 − 2u1,0 + 2u−1,0 − u−2,0)
+ 2ah2(u1,0 + u0,0 + u−1,0)(u1,0 − u−1,0). (3)

Óòâåðæäåíèå 1

Óðàâíåíèå (3) àïïðîêñèìèðóåò ÊäÔ ñ øàãîì h ïî x è ah3 ïî t:

un,m ∼ u(x, t), x = nh, t = amh3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿåì â (3) ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà

un+j,m ∼u(x+ jh, t) = u+ jhux +
1

2
j2h2uxx +

1

6
j3h3uxxx +O(h4),

un,m+j ∼u(x, t+ ajh3) = u+ ajh3ut +O(h6).

×ëåíû ñ h0, h1, h2 ñîêðàùàþòñÿ, à ïðè h3 ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

2ah3(ut − uxxx − 6uux) +O(h5) = 0. �



Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ u(x, 0) ñóììó òðåõ ñîëèòîíîâ
âèäà (2) ñ ðàçíûìè k è δ (íóæíû äâà ñëîÿ ðåø¼òêè ïðè t = 0 è t = ah3).

Âûáåðåì δ òàê, ÷òîáû ñîëèòîíû áûëè äàëåêî äðóã îò äðóãà, òîãäà ýòî
íà÷àëüíîå óñëîâèå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîãî 3-ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ è
äàëüøå îíî ýâîëþöèîíèðóåò ïî÷òè êàê 3-ñîëèòîííîå ðåøåíèå. Íî, â
ìîìåíòû ñòîëêíîâåíèÿ ýòî óæå âîâñå íå ñóììà òðåõ ñîëèòîíîâ!

Åù¼ îäíî óïðîùåíèå � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñåòêà: un+N,m = un,m, ãäå
N = (xmax − xmin)/h. Ýòîò ðàñïðîñòðàí¼ííûé òðþê ïîçâîëÿåò èçáåæàòü
ãðàíè÷íûõ ýôôåêòîâ. Ïðàâäà, íàñòîÿùèå ñîëèòîíû íå ïåðèîäè÷åñêèå, íî
íà áîëüøîì èíòåðâàëå îòëè÷èÿ ïî÷òè íåò.

k = 0.7, 0.85 è 1; ïàðàìåòðû ñåòêè: h = 0.1, a = 0.1



Ïàðàìåòð h äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàë, ÷òîáû îáåñïå÷èòü õîðîøåå
ïðèáëèæåíèå íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ïî x. Ïàðàìåòð a îòâå÷àåò çà
óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû è òàêæå íå ìîæåò áûòü áîëüøèì, èíà÷å
ðåøåíèå ïîéä¼ò âðàçíîñ. Ýòî çàâèñèò îò êðóòèçíû íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
òàê ÷òî ïàðàìåòð ïðèõîäèòñÿ ïîäáèðàòü îïûòíûì ïóò¼ì.
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Ãðàôèê 3-ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ, êàê ôóíêöèè îò x è t



Âîñïðîèçâåäåì ðåøåíèå èç [ZK]. Òàì ðàññìàòðèâàëñÿ ðàñïàä
ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû íà 8 îòäåëüíûõ ïè÷êîâ. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå
ïåðèîäè÷åñêîå, îíè íå ìîãóò ðàçîéòèñü è âûíóæäåíû âå÷íî ïðîõîäèòü
äðóã ÷åðåç äðóãà. Òåì íå ìåíåå, èíäèâèäóàëüíîñòü ïè÷êîâ íåïëîõî
ïðîñëåæèâàåòñÿ è Çàáóñêè è Êðàñêàëó ýòîãî áûëî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ãîâîðèòü î ñîëèòîíàõ.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå u = cos 0.15x; N = 400, a = 0.005. Cïðàâà � ãðàôèê èç
[ZK], íà íåì îñü x ïåðåâ¼ðíóòà è ìàñøòàáèðîâàíà. Îí ïðèìåðíî îòâå÷àåò
ìîìåíòó t = 3.6 íà àíèìàöèè ñëåâà.



Êàê óñòðîåíî ìíîãîñîëèòîííîå ðåøåíèå ÊäÔ

Ïðè t→ −∞ ýòî ñóììà èçîëèðîâàííûõ ñîëèòîíîâ, ðàñïîëîæåííûõ
ñëåâà íàïðàâî ïî âîçðàñòàíèþ. Àìïëèòóäû ó âñåõ ðàçíûå.

Âñå îíè áåãóò íàëåâî, ïðè÷åì ÷åì áîëüøå àìïëèòóäà, òåì áîëüøå
ñêîðîñòü.

Ïðè êîíå÷íûõ t ïðîèñõîäÿò ñòîëêíîâåíèÿ. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò
ëèíåéíûõ âîëí, àìïëèòóäû íå ñêëàäûâàþòñÿ. Íàîáîðîò, ñîëèòîíû
ñëåãêà ðàñïîëçàþòñÿ è êàê áû ïðèñåäàþò. Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
ìàêñèìóì ðåøåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò àìïëèòóäû íàèáîëüøåãî
ñîëèòîíà.

Ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì (ìàññà) ñîõðàíÿåòñÿ â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè. Åñòü è äðóãèå ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû.

Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñîëèòîíû ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàþò ôîðìó,
ðàçìåð è ñêîðîñòü (óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå).

Îäíàêî, îíè íåìíîãî ñìåùàþòñÿ (ôàçîâûé ñäâèã). Áîëåå áûñòðûé
ñîëèòîí ïðîñêàêèâàåò âïåðåä, ìåäëåííûé � ïðèòîðìàæèâàåò.
Âåëè÷èíà ñäâèãà åñòü ôóíêöèÿ îò àìïëèòóä äâóõ ñòàëêèâàþùèõñÿ
ñîëèòîíîâ.



Ïðè t→ +∞ îïÿòü èìååì ñóììó èçîëèðîâàííûõ ñîëèòîíîâ,
ðàñïîëîæåííûõ ñëåâà íàïðàâî ïî óáûâàíèþ.

Èòîãîâûé ôàçîâûé ñäâèã äëÿ êàæäîãî ñîëèòîíà ðàâåí ñóììå
ôàçîâûõ ñäâèãîâ ïðè ïîïàðíûõ ñòîëêíîâåíèÿõ. Îí íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà ñòîëêíîâåíèé. Äàæå åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò íåñêîëüêî
ñîëèòîíîâ ïîïàäàþò â îäíó òî÷êó, ñäâèãè áóäóò òàêèìè æå, êàê åñëè
áû îíè ñòàëêèâàëèñü ïî î÷åðåäè.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ îáùèìè áûñòðîóáûâàþùèìè íà÷àëüíûìè
äàííûìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîñîëèòîííîå ðåøåíèå ñ ìåëêîé
ðÿáüþ íà åãî ôîíå.



Ýòè ñâîéñòâà õàðàêòåðíû äëÿ ìíîãèõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé, íî
ìîãóò áûòü óñëîæíåíèÿ. Íàïðèìåð, â ñèñòåìàõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïîëåé
ñîëèòîíû ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ íå äâóìÿ ïàðàìåòðàìè k, δ, à
áîëüøèì ÷èñëîì, è ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ýòè ïàðàìåòðû ìîãóò êàê-òî
ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ. Ìîæåò äàæå ïðîèñõîäèòü ðàñïàä è ñëèÿíèå
ñîëèòîíîâ.

Â íåêîòîðûõ óðàâíåíèÿõ çàïàñ ðåøåíèé ðàçíîîáðàçíåé � êèíêè (ðàçíûå
ïðåäåëû ïðè x→ ±∞), ñîëèòîíû îãèáàþùåé (òî åñòü, ñîëèòîíû â âèäå
îñöèëëèðóþùèõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ), áðèçåðû (ïóëüñèðóþùèå ñîëèòîíû)
è åùå áîëåå ýêçîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò òî÷íûå ðåøåíèÿ, ñîñòàâëåííûå èç
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà òàêèõ ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé.

Â íåèíòåãðèðóåìûõ ýòîãî íåò (õîòÿ áûâàþò óðàâíåíèÿ, ó êîòîðûõ åñòü
2-ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ).



Äîìàøíåå çàäàíèå

Çàäà÷à 1. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, è ñêîðîñòü, è àìïëèòóäà ñîëèòîíà (2)
îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðîì k. À ÷åìó ðàâíà õàðàêòåðíàÿ øèðèíà ýòîãî
ñîëèòîíà? Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì (= ìàññà ñîëèòîíà) è
íàéäèòå øèðèíó, çàìåíèâ ñîëèòîí ðàâíîâåëèêèì ðàâíîáåäðåííûì
òðåóãîëüíèêîì ñ òàêîé æå âûñîòîé.

Çàäà÷à 2. (×åòûðå â îäíîé) Íàéäèòå áåãóùèå âîëíû â âèäå ñîëèòîíîâ
èëè êèíêîâ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ÊäÔ

ut = uxxx ± 6u2ux (mKdV±)

è óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà

utt ± (uxx + 3u2)xx = 0. (Bsq±)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, êàê è â ÊäÔ, êîýôôèöèåíòû ìîæíî ðàñòÿãèâàòü, íî
åñëè ðàáîòàòü òîëüêî ñ âåùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè, òî çíàê ïîìåíÿòü
íåâîçìîæíî. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåøåíèÿ óñòðîåíû ïî ðàçíîìó
(õîòÿ ìíîãèå ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà óðàâíåíèé îò çíàêà íå
çàâèñÿò). Íóæíî àêêóðàòíî ðàçáèðàòü êàæäûé ñëó÷àé ïî îòäåëüíîñòè.
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