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Уравнение Кортевега-де Фриза

гидродинамика разностные модели

-ФПУ 

-Забуски и Краскала

-цепочка Вольтерра
квантовая механика

ур Шредингера

представление Лакса

-метод обратной задачи 

рассеяния

- преобразование Миуры,Бэклунда

-законы сохранения

-высшие симметрии

-семейства точных решений 

(многосолитонные, рациональные, 

конечнозонные, типа Пенлеве)

+ другие уравнения

Лекция 1 . Введение  
1 февраля 2021 г. 17:33

   Лекция 1 Стр.1    
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представление нулевой кривизны
1 февраля 2021 г. 17:50

   Лекция 1 Стр.2    



Утверждение 1. Уравнение КдФ эквивалентно 

уравнению

с указанными матрицами.

Определение 2. Уравнение вида (1) называется 

представлением нулевой кривизны.

   Лекция 1 Стр.3    



Решение в виде бегущей волны
1 февраля 2021 г. 18:10

   Лекция 1 Стр.4    



   Лекция 1 Стр.5    
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   Лекция 1 Стр.6    



- определени ЗС, сравнение с ОДУ

- алгоритм интегрировния по частям

* * *

- вариационная производная

- преобразование Миуры (<=> представление Лакса)

- его обращение и вывод рекуррентной формулы для ЗС КдФ

Опрделение превых интегралов для ОДУ

Бывают ли ПИ для УЧП? - да, иногда бывают. Но 

редко.

Пример. Уравнение Лиувилля (гиперболическое ур.)

Законы сохранения
8 февраля 2021 г. 17:34

   Лекция 2 Стр.7    



Эволюционные уравнения

ДЗ-1. У уравнения вида (1), при n>0, не бывает ПИ.

Операторы полных производных по x и по t.

эволюцонное дифференцирование

Бывают "интегральные" ПИ - функционалы.

   Лекция 2 Стр.8    



Опр. Закон соранения для эв. ур. вида (1) - это 

соотношение вида

ЗС называется тривиальным, если 

   Лекция 2 Стр.9    



Пространство функционалов - это фактор-

пространство

Алгоритм интегрирования по частям

ДЗ-2. Обобщить для этого уравнения найденные 

выше зс.

   Лекция 2 Стр.10    



ДЗ-3. Даны выражения A,B. Для каких 

коэффициентов они являются полными 

производными?

   Лекция 2 Стр.11    



- вывод из представления Лакса

- преобразование Бэклунда

* * *

- построение ЗС на основе обращения ПМ

Утверждение. ПМ переводит любое решение мКдФ в 

решение КдФ

Лекция 3. Преобразование Миуры
15 февраля 2021 г. 17:31

   Лекция 3 Стр.12    



Дифференциальные подстановки

ДЗ-3.1 Проверьте прямым вычислением

   Лекция 3 Стр.13    



Пример. Пусть

"Одевание"  dressing

ДЗ-3.2. Проанализировать, что за решения 

получатся при

Преобразование Бэклунда
15 февраля 2021 г. 17:55

   Лекция 3 Стр.14    



Используем для построения ЗС.

Все коэф. рекуррентно находятся

Обращение ПМ
15 февраля 2021 г. 18:10

   Лекция 3 Стр.15    



Некоторые коэф. тривиальны. А вдруг остальные 

тривиальны или друг другу эквивалентны.

Утверждение.

   Лекция 3 Стр.16    



ДЗ-3.3. Проверить, что НУШ <=>

Определение ЗС не меняется 

ДЗ-3.4 Дана система

ДЗ-3.5 Проверьте, что НУШ имеет такие 

плотности (т.е. нужно подобрать сигмы)

ДЗ-3.6 Найти 

- перечислить все мономы веса 5

- вычеркнуть эквиалентные по модулю ImD

Нелинейное уравнение Шредингера
15 февраля 2021 г. 18:43

   Лекция 3 Стр.17    



- расставить неопределенные коэф.

- продифференцировать по t в силу системы НУШ

- выделить полную производную по х

- приравнять 0 остаток и опредилить коэф.

   Лекция 3 Стр.18    



В прошлый раз строили ряд для законов сохранения, 

а сейчас попробуем для самой пси-функции.

Лемма. Для любых двух решений (1) 

их вронскиан 

- постоянная.

Будем строить решение в виде ряда по z.

Лекция 4. Потенциалы Баргманна
22 февраля 2021 г. 17:32

   Лекция 4 Стр.19    



Такой ряд, удовлетворяющий (1), называется формальной 

функцией Бейкера-Ахиезера. 

Сначала покажем, что он корректно определен. Имеется 

в виду не сходимость, а то, что при вычислении 

коэффициентов нет противоречий.

ДЗ 4-1. Перепишите уравнение (3) в виде аналогичной 

системы (3') (немного более громоздкой).

   Лекция 4 Стр.20    



Замечательное свойство этой системы - ее можно 

оборвать.

Получаем систему ОДУ порядка 2n

Определение. Функция u называется потенциалом 

Баргманна, если уравнение Шредингера допускает 

решение в виде

При этом требуется, чтобы u была вещественная, 

регулярная и быстроубывающая. Но, вначале мы не будем 

за этим следить.

Мы найдем совместное решение (2') и (3') (при некотором 

дополнительном  условии невырожденности). 

Оно должно содержать 2n произвольных констант 

интегрирования.

   Лекция 4 Стр.21    



Утверждение       постоянные

ДЗ 4-2. Из курса ОДУ известно, что макс. число ПИ = 

порядок -1.  Чем объяснить, что у нас их число = 

порядку?

Оговорка. Будем предполагать (это те самые условия 

невырожденности), что

Если 1,2 не выполнены, то система все равно решается, 

но более сложно. 

В частности, если все k=0, то потенциал u -

рациональная функция.

   Лекция 4 Стр.22    



Пример. n=1.

Пример 2. n=2

   Лекция 4 Стр.23    



Теорема. Потенциалы Баргманна имеют вид 

   Лекция 4 Стр.24    



Чтобы выполнялось условие веществености, регулярности 

и быстроубывания, нужны некоторые дополнительные 

ограничения на параметры.

Без доказательства:

ДЗ-4.3. Проверьте при n=1,2 (или даже докажите в 

общем случае), что

Таким образом, потенциал Баргманна - это квантово-

механическая задача, допускающая точное решение.

И, по совместительству, дающая точное (хотя и 

частное) решение КдФ!

   Лекция 4 Стр.25    



Это метод решения задачи Коши для КдФ в классе 

быстроубывающих потенциалов. Дано начальное условие, 

нужно выяснить, как оно меняется по t.

План

1. Спектральные свойства оператора Шредингера с 

быстроубывающим потенциалом

2. Сведение уравнения Шредингера к 

интегральному

3. Функции Йоста

4. Матрица перехода

5. Свойства матрицы перехода

6. Дискретный спектр

7. Зависимость данных рассеяния от t

[1] В.Е. Захаров, С.В. Манаков, С.П. Новиков, Л.П. 

Питаевский. Теория солитонов. Метод обратной 

задачи, М.: Наука, 1980.

Лекция 5. Метод обратной задачи 

рассеяния
1 марта 2021 г. 17:32

   Лекция 5 Стр.26    



1. Спектральные свойства оператора Шредингера 

с быстроубывающим потенциалом

Спектр вещественный. 

Дискретный спектр конечен и <0.

Непрерывный спектр >0.

2. Сведение уравнения Шредингера к интегральному

Функция Грина для диф. оператора

   Лекция 5 Стр.27    



Д3 5-1 (выполнять, только если это не проходили в 

других курсах) Проверьте дифференцированием, что 

решение этого ИУ удовлетворяет уравнению Шредингера. 

(Или выведите методом вариации произвольных 

постоянных).

3. Функции Йоста

   Лекция 5 Стр.28    



Утв. Существуют решения с асимптотиками

и аналитические в своих полуплоскостях.

Более того, асимптоику можно 

дифференцировать 

Пример 1. Вернемся к потенциалу Баргманна из 

прошлой лекции. (Внимание - обозначения 

немного изменились).

   Лекция 5 Стр.29    



ДЗ 5-2. Постройте функции Йоста для потенциала с 

дельта-функцией

4. Матрица перехода

При вещественных k определены все 4 функции. Это 

функции непрерывного спектра.

Обе пары функций Йоста образуют базисы. Можно 

определить матрицу перехода

амплитуда рассеяния  a(k) 

коэфф. прохождения   t(k)=1/a(k)

коэфф. отражения     r(k)=b(k)/a(k) 

Замечание. Матрица перехода обобщается и на 

случай, когда потенциал выходит на разные 

константы [Л-Л,3:25].

   Лекция 5 Стр.30    



Пример 1'. Потенциал Баргманна - безотражательный.

ДЗ-5.3. Найдите коэффициенты a(k), b(k) для примера 

с дельта-функцией.

5. Свойства матрицы перехода

   Лекция 5 Стр.31    



Лекция 6. Метод обратной задачи 

рассеяния (продолжение)
15 марта 2021 г. 13:04

   Лекция 6 Стр.32    



ДЗ 6-1. (Продолжение с прошлой лекции) 

Проверьте выполнение свойств 1-5 для уравнения 

Шредингера с дельта-функцией.

Дискретный спектр6)

   Лекция 6 Стр.33    



Пример 1 (продолжение) Для потенциала 

Баргманна

ДЗ 6-2. Для уравнения Шредингера с дельта-функцией 

найдите дискретный спектр (если он есть) и 

собственнные функции. Сравните с нулями a(k). 

7.

Формулы Сохоцкого [см. напр. Лаврентьев-

Шабат, методы ТФКП]

   Лекция 6 Стр.34    



Следствие Пусть f(k) - аналитична при Im k>0

Тождество Крамерса-Кронига

Можно показать, что r(k), 

   Лекция 6 Стр.35    



II Зависимость данных рассеяния от t

Утверждение. При эволюции u(x) в силу КдФ данные 

рассеяния меняются так

   Лекция 6 Стр.36    



III Обратная задача рассеяния

Восстановление u(x) по данным рассеяния.

Это тоже сводится к интегральным уравнениям.

   Лекция 6 Стр.37    



III Обратная задача

Восстановление u(x) по данным рассеяния.

Задача типа Римана-Гильберта.

Допустим мы это сделали, тогда потенциал 

u(x) можно восстановить так:

Лекция 7. Метод обратной задачи 

(окончание)
22 марта 2021 г. 17:32

   Лекция 7 Стр.38    



Случай a(k) не имеет нулей (нет дискртеного 

спектра)

1)

Переходим к пределу 

   Лекция 7 Стр.39    



a(k) имеет нули2)

Чтобы замкнуть уравнение, нужно связать Г и Ф

   Лекция 7 Стр.40    



В дополнение к (2) получили систему

(2)+(3) - замкнутая система ур.

Можно сначала найти Г через интегралы от Ф

Подстановка в (2) дает ИУ на Ф с каким-то 

сложным ядром.

   Лекция 7 Стр.41    



Высшие уравнения КдФ

Дифференциальная алгебра

Вычислим условие совместности

ДЗ 7-1. Проверьте, что условие совместности

в точности <=> (2).

   Лекция 7 Стр.42    



   Лекция 7 Стр.43    



Возникает последовательность дифф. многочленов

называются высшими уравнениями КдФ

   Лекция 7 Стр.44    


