
Утв. 1. Условие совместности для

имеет вид

С прошлой лекции : 

Матричная формулировка:

(представление нулевой кривизны, представление Лакса).

(3) <=> (2) при выборе

Утв. 2. При  

Оператор рекурсии 

порождает последовательность высших КдФ

Лекция 8. Высшие уравнения КдФ
27 марта 2021 г. 8:08

   Лекция 8 Стр.1    



Возникает вопрос, корректно ли определение (5). Можем 

ли мы применять R неограниченно? Ведь на каждом 

шаге нужно интегрировать. 

Рассмотрим производящую функцию

Уравнение для произв. ф.:

Расписывая по 

   Лекция 8 Стр.2    



Можно написать произв. и для матриц

Утв. det V=const.

ДЗ 8-1. Рассотрим уравнения

Выпишите рек. соотн. для a,b,c1)

Вывести отсюда матричный оператор 

рекурсии

2)

   Лекция 8 Стр.3    



Доказать, что результат - диф. многочлен 

от u,v.

3)

В чем смысл высших КдФ?

Во-первых, они ничем не хуже самого КдФ.

Отличие при построении многосолитонных 

решений - замена экспоненты

В МОЗР тоже меняется лишь множитель на 

который умножаются спектральные данные.

Итак, уравнения допускают совместные решения.

Видимо, 

Определение. Пусть заданы эв. уравнения

Эти уравнения называются симметриями друг 

для друга, если

   Лекция 8 Стр.4    



Утверждение. Все уравнения КдФ попарно 

коммутируют.

   Нужно научится дифф.

   Лекция 8 Стр.5    



   Лекция 8 Стр.6    



   Лекция 8 Стр.7    



Гамильтоновость

см [Олвер, гл. 7]

   Лекция 8 Стр.8    



   Лекция 8 Стр.9    



(1) -уравнение Новикова (1974), конечнозонные 

решения КдФ. При n=1 - бегущая волна, 

эллиптические функции.

* Зачем нужны симметрии ДУ?

ДЗ 9-1. 

Выпишите уравнение для решений, инвариантных 

относительно 

Лекция 9. Конечнозонные решения КдФ
5 апреля 2021 г. 17:20

   Лекция 9 Стр.10    



ДЗ 9-2.

Припишите к любое ОДУ

и убедитесь, что при дифферницировании в силу 

(5) и исключенни производных в силу (6) 

получатся какие-то дополнительные связи и в 

результате нетривиальных решений не будет.

Д3 -9-3

   Лекция 9 Стр.11    



Вернемся к КдФ

Утверждение 1. (1) <=>

   Лекция 9 Стр.12    



Утверждение 2. (Уравнения Дубровина)

(1)+КдФ <=>(8)+(9) => (8')+(9')+(10) <=>

   Лекция 9 Стр.13    



   Лекция 9 Стр.14    



Также без доказательства: чтобы потенциал был 

вещественным и регулярным, н. и д. чтобы все 

корни были вещественными и чередовались таким 

образом:

ДЗ 9-4. Покажите, что из

   Лекция 9 Стр.15    



Уравнения Дубровина интегрируются в квадратурах.

   Лекция 9 Стр.16    



   Лекция 9 Стр.17    



ДЗ 9-5. Докажите это тождество (например при 

помощи вычетов)

   Лекция 9 Стр.18    



Дз 9-6. Решите систему

   Лекция 9 Стр.19    



В программе - цепочка Вольтерры, схема Забуски-

Краскала, система шаров-ящиков.

В отличие от КдФ - модели с дискретной переменной

ДЗ 10-1. Ц.Вольтерры

ДЗ 10-2. Докаажите, что если в (1)

Лекция 10. Одевающая цепочка
12 апреля 2021 г. 17:19

   Лекция 10 Стр.20    



Теперь займемся ПБ для КДФ

У нас было преобразование Миуры: мКдФ -> КдФ

   Лекция 10 Стр.21    



   Лекция 10 Стр.22    



Утверждение. Пусть             связаны ПБ

Тогда соответствующие в.ф. связаны 

преобразованием Дарбу (ПД)

Наоборот, если (6) переводит в.ф.    

   Лекция 10 Стр.23    



Утверждение 2. Решение ур. Риккати

строится по частной в.ф. УШ:

Из утв. 1, 2 следует способ построения 

многократного ПД, при условии, что мы знаем 

много частных в.ф. исходного потенциала

   Лекция 10 Стр.24    



Но оказывается, что  результат n-кратного ПД 

не зависит от перестановки 

Это докажем на следующей лекции.

Некоторые итоги.

ПБ - это преобразование между двумя уравнениями, 

не сводимое к точечному. Может быть явным 

(обратима диф. подстановка, как в примере с 

Вольтеррой). Или неявное, как для КдФ (нужно решать 

вспомогательное уравнение). ПБ может зависеть от 

параметра, но не образуют непрерывную группу. Не 

бывает бесконечно малого ПБ.

ДЗ 10-3. Уравнение синус-Гордона

   Лекция 10 Стр.25    



Если исходное уравнение имеет представление 

ДЗ 10-4. Покажите, что о.ц. имеет представление

Чтобы выписать F, нужно переписать пычисления 

из Утв.1 в матричном виде, для веткора 

   Лекция 10 Стр.26    



Вронскианные формулы

Пусть        произвольные функции дифференцируемые 

достаточное число раз

Лемма. Выполняется тождество

Пусть функции линейно независимы. Индукция 

по n. При n=2:

Пусть доказано для n-1. Разложим по 

последнему столбцу

Лекция 11. Одевающая цепочка 

(окончание)
19 апреля 2021 г. 17:26

   Лекция 11 Стр.27    



Применим тождество к ПД. Пусть для потенциала          

известны частные решения УШ:

Для простоты будем считать, что все 

ДЗ-11.1 Доказать, что 

Последовательность ПД строится так:

Обозначим

   Лекция 11 Стр.28    



Это выражение для в.ф. преобразованного УШ через 

затравочные в.ф.

   Лекция 11 Стр.29    



Теорема. Решение одевающей цепочки

Если при этом        

Пример. Пусть

это приводит к потенциалам Баргманна = n-

солитонные решения. (С точностью до правила 

выбора знаков).

   Лекция 11 Стр.30    



Коммутативность преобразований Дарбу

Что получится, если перенумеровать в.ф и 

параметры? Из формулы (1) видно что 

изменятся только промежуточные

Достаточно рассмотреть перестановку двух 

параметров. Оказывается, что при этом        

преобразуются по простым алебраическим 

формулам.

Утверждение. Если          

ДЗ-11.2 Доказать (2). [применить представление 

f через в.ф.]

   Лекция 11 Стр.31    



   Лекция 11 Стр.32    



Формула суперпозиции (5) удобнее для вычисления 

вронскианов.

   Лекция 11 Стр.33    



   Лекция 11 Стр.34    



1. многосолитонные решения - элементарные функции

2. эллиптические функции, конечнозонные решения -

интегрируются в квадратурах (и выражаются через тэта-

функции)

2.5 уравнения типа Пенлеве

3. неинтегрируемые ОДУ

Уравнения Пенлеве - это какие-то спецфункции

Лекция 12. Уравнения Пенлеве
26 апреля 2021 г. 17:18

   Лекция 12 Стр.35    



Пример 1. Синус-Гордон -> P3(1,-1,0,0)

Группа растяжений

Решение в квадранте, с очобенностями вдоль осей, 

постоянное вдоль кривых    

   Лекция 12 Стр.36    



   Лекция 12 Стр.37    



Пример 2. МкДФ-> P2

   Лекция 12 Стр.38    



Пример 3. КдФ -> P1

Эта подстановка - тоже переход к инвариантам 

группы.

Группа сдвигов по t

Группа преобразований Галилея

   Лекция 12 Стр.39    



ДЗ 12-1. Найдите соотв. группу, решая ур. Ли

   Лекция 12 Стр.40    



Пример 4. Редукции в УЧП - не единственный источник. 

Рассмотрим одевающую цепочку

и наложим условие квази-периодичности

Первый интеграл

Предположим, что все       регулярны и ведут себя 

как

   Лекция 12 Стр.41    



ДЗ 12-2. Проверьте, что при 

   Лекция 12 Стр.42    



Определение. ОДУ обладает свойством Пенлеве, если все 

подвижные особые точки его решений являются 

полюсами.

   Лекция 12 Стр.43    


