
Çàäà÷è ê ëåêöèè 11. (Íåêîììóòàòèâíûå/íåàâòîíîìíûå ñèììåòðèè, óðàâíåíèÿ
Ïåíëåâå)

Ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ ïîëó÷èëèñü î÷åíü äëèííûìè, ÷òî íå äîëæíî ïóãàòü; âû÷èñëå-
íèÿ íå îñîáåííî ñëîæíûå.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíóþ ñèñòåìó ÍØ

ut = uxx + 2u2v, −vt = vxx + 2uv2.

Íà ëåêöèè 7 ìû âûâåëè äëÿ íåå îïåðàòîð ðåêóðñèè

R =

(
Dx 0
0 −Dx

)
+ 2

(
u
−v

)
D−1〈(v, u), ·〉

è ñòðîèëè âûñøèå ñèììåòðèè, ïðèìåíÿÿ åãî ê ïðîñòåéøåé êëàññè÷åñêîé ñèììåòðèè

ut0 = u, vt0 = −v

(êñòàòè, êàêîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé îíà îòâå÷àåò?) Òåïåðü
ðàññìîòðèì ãðóïïó ðàñòÿæåíèé

x̃ = eax, t̃ = e2at, ũ = e−au, ṽ = e−av,

êîòîðîé îòâå÷àåò ñèììåòðèÿ

uT = 2tut + xux + u, vT = 2tvt + xvx + v.

Îòáðàñûâàåì çäåñü ïåðâûå ÷ëåíû ñ t è ïðèìåíÿåì R ê (xux + u, xvx + v).

55. Ïîêàæèòå, ÷òî: 1) â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ

uτ = x(uxx+2u2v)+ 2ux+2uD−1x (uv), −vτ = x(vxx+2uv2)+ 2vx+2vD−1x (uv);

2) ïðè êîììóòèðîâàíèèDt èDτ âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ñèììåòðèÿ ut3 = uxxx+6uvux,
vt3 = vxxx + 6uvvx èç îñíîâíîé ÷àñòè èåðàðõèè. (Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè D−1x (uv)
ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî D−1x è Dt êîììóòèðóþò).

56. Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî ìàñòåð-ñèììåòðèÿ îáÿçàòåëüíî äîëæíà ñîäåðæàòü êàêóþ-
òî íåëîêàëüíóþ ïåðåìåííóþ, êàê â ñëó÷àå ÊäÔ è ÍØ. Äëÿ íåêîòîðûõ óðàâíåíèé
ýòî ìîæåò áûòü è ëîêàëüíûì óðàâíåíèåì (õîòÿ íåëîêàëüíîñòè âñå æå âîçíèêàþò
ïðè äàëüíåéøåì ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà ðåêóðñèè). Õîðîøèé ïðèìåð äàåò óðàâíå-
íèå ìàãíåòèêà Ãàéçåíáåðãà

st = [s, sxx], s ∈ R3, 〈s, s〉 = 1. (1)

Ìàñòåð-ñèììåòðèÿ äëÿ íåãî èìååò âèä (ïðèìåì ýòî áåç äîêàçàòåëüñòâà)

sτ = x[s, sxx] + [s, sx].

Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [Dt, Dτ ] è ïîëó÷èòå âûñøóþ ñèììåòðèþ

st3 =
(
sxx +

3

2
〈sx, sx〉s

)
x
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(æåëàòåëüíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî [Dt, Dt3 ] = 0). Ïðè âû÷èñëåíèÿõ íåîáõîäèìî
ïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâàìè äëÿ ñìåøàííîãî è äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

〈a, [b, c]〉 = 〈[a, b], c〉, [a, [b, c]] = 〈a, c〉b− 〈a, b〉c

è, êîíå÷íî, ñîîòíîøåíèÿìè 〈s, sx〉 = 0, 〈s, sxx〉 + 〈sx, sx〉 = 0, . . . , êîòîðûå ñëåäóþò
èç 〈s, s〉 = 1.

Çàìå÷àíèå.Óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì (èçîòðîïíûì) ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ëàíäàó�
Ëèôøèöà

st = [s, sxx + Js], s ∈ R3, 〈s, s〉 = 1, J = diag(J1, J2, J3).

Äîáàâêà ÷ëåíà ñ J ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ñâîéñòâà ìîäåëè. Íà ñàìîì äåëå, â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íàèáîëåå îáùàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè.
Òåì íå ìåíåå, âèä ìàñòåð-ñèììåòðèè ó óðàâíåíèÿ ËË îñòàåòñÿ ñòîëü æå ïðîñòûì:
sτ = x[s, sxx + Js] + [s, sx] (ïðîâåðÿòü ýòî íå íàäî, ýòî óæå áîëåå ñëîæíîå âû÷èñëå-
íèå).

57. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå P2

w′′ = 2w3 + zw + α.

Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (Ëóêàøåâè÷, 1971)

B : w̃ = w +
2α+ 1

2w′ + 2w2 + z
, α̃ = −α− 1 (2)

ïåðåâîäèò åãî ðåøåíèÿ â ðåøåíèÿ òàêîãî æå óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì α̃, è ÷òî B2 =
id. Åù¼ îäíî î÷åâèäíîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü

R : w̃ = −w, α̃ = −α.

Ïîñòðîéòå íåñêîëüêî ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé, îòâå÷àþùèõ öåëûì çíà÷åíèÿì α, ñòàð-
òóÿ ñ w = 0 è ïðèìåíÿÿ ïîî÷åðåäíî B,R.

Ïîäñêàçêà. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïðåîáðàçîâàíèÿ B äîâîëüíî òÿæåëà è å¼
ëó÷øå äåëàòü íà êîìïüþòåðå. Íî, âðó÷íóþ íåòðóäíî ñïðàâèòüñÿ, ââåäÿ âñïîìîãà-
òåëüíóþ ïåðåìåííóþ äëÿ çíàìåíàòåëÿ v = 2w′ + 2w2 + z (ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû!)
è ïåðåïèñàâ óðàâíåíèå â âèäå ñèñòåìû íà v, w.

Çàìå÷àíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå R òàêæå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó R2 = id, íî ïðåîá-
ðàçîâàíèå BR èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê (êàê îíî äåéñòâóåò íà ïàðàìåòð α?). Ýòî
íàïîìèíàåò ïîñòðîåíèå öåïî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà äëÿ ÊäÔ èç ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ìèóðû ñî ñìåíîé çíàêà (ñì. ëåêöèþ 9). Ôàêòè÷åñêè, ýòî îíî è åñòü, ïîñëå
ïåðåõîäà ê àâòîìîäåëüíûì ïåðåìåííûì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ïîäñòàíîâêè òàêîãî òèïà
äëÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå òàêæå ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿìè Áýêëóíäà, õîòÿ
ýòî íå î÷åíü ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì îïðåäåëåíèåì, ÷òî ó íàñ áûëî.

2



58. Óðàâíåíèå sin�Ãîðäîíà uxy = sinu, î÷åâèäíî, äîïóñêàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé

x̃ = eax, ỹ = e−ay, ũ = u.

Âûïèøèòå óðàâíåíèå äëÿ ðåøåíèé, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðóïïû. Ïîä-
áåðèòå òî÷å÷íóþ çàìåíó, ïðèâîäÿùóþ åãî ê êàêîìó-íèáóäü ÷àñòíîìó ñëó÷àþ óðàâ-
íåíèÿ P3

w′′ =
(w′)2

w
− w′

z
+

1

z
(αw2 + β) + γw3 +

δ

w

(äâà ïàðàìåòðà áóäóò ðàâíà 0, à äâà ìîæíî îòìàñøòàáèðîâàòü â 1).

59. Ïðîâåðüòå, ÷òî öåïî÷êà Âîëüòåððà

un,x = un(un+1 − un−1), n ∈ Z (3)

ñîãëàñîâàíà ñî ñâÿçüþ

un(un+1 + un + un−1) + 2axun + an+ b+ (−1)nc = 0, (4)

ãäå a, b, c ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå (Èòñ, Êèòàåâ, Ôîêàñ, 1990). Äëÿ ýòîãî íóæ-
íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü (4) ïî x â ñèëó (3); ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå ñîîòíîøåíèå
g(n, un−2, . . . , un+2) = 0; òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (4). Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ïî ðàçíîìó, íàïðèìåð, ìîæíî âûðàçèòü èç (4) un+1 = f(n, un, un−1)
è íåñêîëüêî ðàç ïîäñòàâèòü â g = 0. Èëè æå ïîêàçàòü, ÷òî g = A(f) äëÿ íåêîòîðîãî
ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà A = aT + b+ cT−1, ãäå T : n 7→ n+ 1.

60. Ïîêàæèòå, ÷òî èç óðàâíåíèé (3), (4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì n ïàðà ïåðåìåííûõ
un, un+1 óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîé ñèñòåìå èç äâóõ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èñêëþ÷èâ
îäíó èç ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èòå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà íà äðóãóþ ïåðåìåííóþ.
Ïîêàæèòå, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ P4

w′′ =
w′2

2w
+

3

2
w3 + 4zw2 + 2(z2 − α)w +

β

w

(ïàðàìåòðû áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç a, b, c è n, òî åñòü, äëÿ ðàçíûõ n áóäóò ïî-
ëó÷àòüñÿ íåìíîãî ðàçíûå óðàâíåíèÿ). Ïåðåïèøèòå (4) â âèäå îòîáðàæåíèÿ un+1 =
f(n, un, un−1) è ïîëó÷èòå îòñþäà ïîäñòàíîâêó (ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà) wn+1 =
F (n, z, wn, w

′
n) äåéñòâóþùóþ íà P4.

Çàìå÷àíèå.Óðàâíåíèå (4) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü dP1 (äèñêðåòíîå óðàâíåíèå P1), íåñìîò-
ðÿ íà òî, ÷òî îíî îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà äëÿ íåïðåðûâíîãî P4. Òàêîå
íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îíî ïåðåõîäèò â P1 â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà (âñïîìíèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò ñàìîé öåïî÷êè Âîëüòåððà ê
ÊäÔ).
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