
Çàäà÷è ê ëåêöèè 10. (Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó�Áýêëóíäà, ïðîäîëæåíèå)

Ïðîäîëæàåì ñåðèþ çàäà÷ ïðî óðàâíåíèå sin/sinh-Ãîðäîíà. Âû÷èñëåíèÿ â ñëåäóþùèõ
çàäà÷àõ äîâîëüíî îáúåìíûå (åñëè áåç êîìïüþòåðà), òàê ÷òî âïîëíå ìîæíî îãðàíè-
÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî sinh (ïîïðîùå) èëè sin (ïîñëîæíåå). Çàäà÷à 53 ýòî
ôàêòè÷åñêè âñå 4 ïðåäûäóùèå çàäà÷è â îäíîé.

Âî âñåõ çàäà÷àõ èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà èíäåêñà-
ìè, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî íà ëåêöèè ïðè ðàññìîòðåíèè ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè.
Òî åñòü, åñëè Bi îáîçíà÷àåò ÏÁ ñ ïàðàìåòðîì αi, òî åãî äåéñòâèå íà u áóäåì îáî-
çíà÷àòü ïðèïèñûâàíèåì èíäåêñà i:

u
Bi−→ ui

Bj−→ uij
Bk−→ uijk . . .

49. Âûâåäèòå ôîðìóëó ñóïåðïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ sinh-
Ãîðäîíà. Èñïîëüçóéòå óðàâíåíèÿ â ðàöèîíàëüíîé ôîðìå èç çàäà÷è 46. Â íèõ ôè-
íàëüíûé îòâåò äîëæåí èìåòü ïðîñòîé âèä

αi(vvj − vivij) = αj(vvi − vjvij). (1)

Ïîÿñíåíèå. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ. ÏÁ èìåþò âèä

vvi,x + vxvi = f(v, vi, αi), vvi,y − vyvi = g(v, vi, αi).

Íóæíî âûïèñàòü òàêèå æå ôîðìóëû, çàìåíèâ i íà j è ïîòîì åùå ïàðó ôîðìóë,
äîáàâëÿÿ ê v âòîðîé èíäåêñ (íî íå ìåíÿÿ ïàðàìåòðû):

vvj,x + vxvj = f(v, vj , αj), vvj,y − vyvj = g(v, vj , αj),

vjvij,x + vj,xvij = f(vj , vij , αi), vjvij,y − vj,yvij = g(vj , vij , αi),

vivij,x + vi,xvij = f(vi, vij , αj), vivij,y − vi,yvij = g(vi, vij , αj).

Òåïåðü íóæíî ñêîìáèíèðîâàòü óðàâíåíèÿ òàê, ÷òîáû ïðîèçâîäíûå ñîêðàòèëèñü è
ïðîâåðèòü, ÷òî îñòàâøååñÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê (1) (îáå ñèñòåìû,
ïî x è ïî y, äîëæíû äàòü îäíî è òî æå). Òî÷íåå, âîçìîæíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå áóäåò
èìåòü âèä PQ = 0, ãäå è P è Q ìíîãî÷ëåíû îò v, vi, vj , vij . Íóæíî åùå ïðîâåðèòü,
êàêîå èç äâóõ óðàâíåíèé P = 0 èëè Q = 0 ñîâìåñòíî ñ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè ïî x
è y.

50. Âûâåäèòå ôîðìóëó (1) àëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáîì, îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâà-
íèè ìàòðèö A èç çàäà÷è 45 (åñòåñòâåííî, ïåðåïèñàííûõ â ïåðåìåííûõ v). Äåéñòâè-
òåëüíî, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

Ψi = A(i)Ψ, A(i) := A(u, ui, αi, λ)Ψ,

òî èõ êîììóòàòèâíîñòü ïðèâîäèò ê óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè

A
(i)
j A(j) = A

(j)
i A(i).

Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äàåò êàê ðàç (1). Êàê è ðàíüøå, íóæíî åùå ïðîâåðèòü ñîãëàñî-
âàííîñòü ñ Dx è Dy.
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51. Çàïèøèòå (1) â âèäå vij = . . . è èñïîëüçóéòå ýòó ôîðìóëó, ÷òîáû ïîñòðîèòü
ðåøåíèå èç v = 1 è vi, vj íàéäåííûõ â çàäà÷å 46. (Êîíå÷íî, æåëàòåëüíî ïîñòðîèòü
è ãðàôèê äëÿ ïåðåìåííîé u. Êàê è â ñëó÷àå ÊäÔ, íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî âûáèðàòü
ïàðàìåòðû, ÷òîáû ðåøåíèå áûëî ðåãóëÿðíûì.)

52. Ïðîâåðüòå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî óðàâíåíèå (1) ñîâìåñòíî âîêðóã êóáà, òî
åñòü, çíà÷åíèÿ vijk ïîñòðîåííûå ïî v, vi, vj , vk òðåìÿ âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ñîâïà-
äàþò. Â ïðèíöèïå, ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïðèìåíèòü, ÷òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèå v123.
Âðó÷íóþ ýòî óæå äîñòàòî÷íî ñëîæíî, òàê ÷òî ýòî òîëüêî äëÿ òåõ, êòî ïðîãðàììè-
ðóåò.

53. Ïîâòîðèòå ïîäâèãè èç çàäà÷ 49�52 äëÿ óðàâíåíèÿ sin-Ãîðäîíà. ÏÁ â ðàöèîíàëü-
íîé ôîðìå èç çàäà÷è 47 èìååò âèä

(1 + v2)vi,x + (1 + v2i )vx = f(v, vi, αi), (1 + v2)vi,y − (1 + v2i )vy = g(v, vi, αi),

îòñþäà è åùå òðåõ òàêèõ æå óðàâíåíèé íóæíî èñêëþ÷èòü ïðîèçâîäíûå è ïîëó-
÷èòü ôîðìóëó äëÿ vij . Îíà áóäåò íåìíîãî ñëîæíåå, ÷åì (1), íî ïî ïðåæíåìó vij
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç v, vi, vj ðàöèîíàëüíûì îáðàçîì. Åñëè â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå äëÿ
äâóêðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà áðàòü αi è αj âåùåñòâåííûìè, òî uij áóäåò
äâóõ-êèíêîâûì ðåøåíèåì.

54. Ïîêàæèòå, ÷òî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ sinh�Ãîðäîíà, äëÿ sin�Ãîðäîíà âîçìîæåí
è äðóãîé âàðèàíò, êîãäà uij áóäåò ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì. À èìåííî, ìîæíî âçÿòü
αi è αj , à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå ñäâèãè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè. Òî-
ãäà ïðîìåæóòî÷íûå ðåøåíèÿ vi, vj áóäóò êîìïëåêñíûìè, íî äëÿ vij âåùåñòâåííîñòü
âîññòàíîâèòñÿ. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå áóäåò ñîëèòîíîì îãèáàþùåé, à ïðè íåêîòîðîì
ñïåöèàëüíîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ � áðèçåðîì (ñòîÿ÷åé îñöèëëèðóþùåé âîëíîé).
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