
Çàäà÷è ê ëåêöèè 9. (Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó�Áýêëóíäà)

Íåñêîëüêî çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà äëÿ óðàâíåíèé sin- è sinh-Ãîðäîíà.
Ôîðìàëüíî, ýòè äâà óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó ïðîñòîé çàìåíîé u → iu,
x → ix, íî, êîíå÷íî, îíà íå ãîäèòñÿ äëÿ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Â ýòîì ñìûñëå,
óðàâíåíèÿ íåýêâèâàëåíòíû, èõ ðåøåíèÿ íå ïîõîæè äðóã íà äðóãà è ñòðîÿòñÿ ïî
ðàçíûì ôîðìóëàì. Òåì íå ìåíåå, êîìïëåêñíóþ çàìåíó äîïóñòèìî èñïîëüçîâàòü â
çàäà÷àõ 43�45, òàê êàê â íèõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñàìè óðàâíåíèÿ, à íå èõ ðåøåíèÿ, è
ïîñëå çàìåíû i â ôîðìóëàõ ñîêðàùàåòñÿ.

43. Íà ëåêöèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÏÁ äëÿ óðàâíåíèÿ
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Ïðîâåðüòå (ïðè ïîìîùè çàìåíû èëè íåïîñðåäñòâåííî), ÷òî äëÿ
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44. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2) ñëóæèò òàêæå x-÷àñòüþ ÏÁ äëÿ óðàâ-
íåíèÿ
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2
u3x. (5)

Âû÷èñëåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ñîîòíîøåíèåA[u, ũ] =
0 ïî t â ñèëó ñîîòâåòñòâóþùåãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ è ïîêàçàòü, ÷òî ðåçóëü-
òàò åñòü ñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé Dx(A) = 0, D2

x(A) = 0, . . . Ïðè ïîìîùè çàìåíû
ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå (4) óðàâíåíèå ïî t çàìåíÿåòñÿ íà

ut = uxxx −
1

2
u3x. (6)

45. Íàïîìíèì (ñì. çàäà÷ó 22), ÷òî óðàâíåíèå (1) ñëóæèò óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè
äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ψx = UΨ, Ψy = VΨ ñ ìàòðèöàìè
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Ïîäáåðèòå ìàòðèöó A(u, ũ, α, λ) òàêóþ, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå (2) ñëóæèëî óñëîâèåì
ñîâìåñòíîñòè ñ óðàâíåíèÿìè Ψ̃ = AΨ, òî åñòü

Ax = ŨA−AU, Ay = Ṽ A−AV

(ïîäñêàçêà: èùèòå A â âèäå λA1 +A0). Ïåðåïèøèòå îòâåò è äëÿ (3), çàìåíÿÿ òàêæå
λ.
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Â çàäà÷àõ 46�48 ñòðîÿòñÿ ïðîñòåéøèå òî÷íûå ðåøåíèÿ, ñòàðòóÿ ñ çàòðàâî÷íîãî
u = 0. Çäåñü óæå ïðèõîäèòñÿ ðàçëè÷àòü ìåæäó sin è sinh. ×òîáû ôîðìóëû áûëè
ýôôåêòèâíûìè, íóæíî ïðèâåñòè óðàâíåíèÿ ê ðàöèîíàëüíîìó âèäó, è ýòî ïðèõîäèòñÿ
äåëàòü ðàçíûìè ïîäñòàíîâêàìè. Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ sinh.

46. Äëÿ óðàâíåíèé (3), (4) åñòåñòâåííî ïðèìåíèòü çàìåíó v = eu/2. Ïåðåïèøèòå ýòè
óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðåìåííîé v. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (4) äîëæíû ïðèíÿòü âèä íåêî-
òîðûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç ïåðåìåííûõ v èëè ṽ. Ïîëîæèâ
v = 1 (÷òî îòâå÷àåò u = 0), íàéäèòå ñîâìåñòíîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ṽ(x, y).
Æåëàòåëüíî ïîñòðîèòü ãðàôèê ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ
ũ = 2 log ṽ (ýòî íåñëîæíî äëÿ òåõ, êòî ïðîãðàììèðóåò õîòÿ áû â ìèíèìàëüíîì îáú-
åìå).

47. Äëÿ óðàâíåíèé (1), (2) ôîðìàëüíûì àíàëîãîì ïðåäûäóùåé çàìåíû ÿâëÿåòñÿ
v = eiu/2, íî ìû òåïåðü íå õîòèì èñïîëüçîâàòü ìíèìóþ åäèíèöó. Ïîýòîìó, íóæíî
èñïîëüçîâàòü ÷óòü áîëåå õèòðóþ çàìåíó. Âñïîìíèì, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíê-
öèè ðàöèîíàëèçèðóþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê òàíãåíñó ïîëîâèííîãî óãëà è ñäåëàåì çàìåíó
v = tan(u/4) [çàìå÷àíèå: ôàêòè÷åñêè, ýòî êîìïîçèöèÿ ñòàðîé çàìåíû w = eiu/2 è
äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (w − 1)/(w + 1) = iv, ïðè ýòîì ìíèìûå åäèíèöû
ñúåäàþòñÿ]. Ïåðåïèøèòå (1), (2) äëÿ ïåðåìåííîé v (îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç ïåðå-
ìåííûõ v èëè ṽ îïÿòü äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, íî äðóãîãî âèäà).
Ïîëîæèâ v = 0 (÷òî îòâå÷àåò u = 0), íàéäèòå ðåøåíèå ṽ(x, y). Æåëàòåëüíî ïîñòðî-
èòü ãðàôèê ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ũ = 4 arctan ṽ.

48. Ïðîäîëæèòå ðåøåíèå ũ(x, y) çàäà÷è 46 äî ôóíêöèè ũ(x, y, t), óäîâëåòâîðÿþùèõ
îäíîâðåìåííî (3) è (6). Äëÿ ýòîãî íóæíî ëèøü óòî÷íèòü çàâèñèìîñòü ïîñòîÿííûõ
èíòåãðèðîâàíèÿ îò t; êàê îáû÷íî, ïîëó÷àåòñÿ ôàçà, ëèíåéíàÿ ïî x, y, t.

Àíàëîãè÷íî, ïðîäîëæèòå ðåøåíèå ũ(x, y) çàäà÷è 47 äî ôóíêöèè ũ(x, y, t), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ îäíîâðåìåííî (1) è (5).

Ýòà ñåðèÿ çàäà÷ áóäåò ïðîäîëæåíà â çàäà÷àõ ê ñëåäóþùåé ëåêöèè; òàì ìû íà-
ó÷èìñÿ ñòðîèòü èç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé áîëåå ñëîæíûå ïðè ïîìîùè ñóïåðïîçèöèè
ÏÁ.
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