
Çàäà÷è ê ëåêöèè 8. (Äèôôåðåíöèàëüíûå è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû,

ïðîäîëæåíèå)

37. Äîêàæèòå òîæäåñòâa â F ((D)):

(D +D(f)/f)−1 = f−1D−1f,

(D − g)−1f = f(D − g)−1 −D(f)(D − g)−2 +D2(f)(D − g)−3 − . . .

(ïðèìåíèòå ñîïðÿæåíèå h−1Lh ê òîæäåñòâó èç çàäà÷è 35).

38. (Èçâëå÷åíèå êîðíÿ èç ÏÄÎ) Ïóñòü çàäàí A ∈ F ((D)),

A = anD
n + an−1D

n−1 + . . . , an 6= 0,

ïðè÷åì ∃ a ∈ F : an = an, òî åñòü â F îïðåäåëåí êîðåíü n-é ñòåïåíè îò ñòàðøåãî

êîýôôèöèåíòà. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ÏÄÎ

B = A1/n = aD + b0 + b−1D
−1 + b−2D

−2 + . . .

òàêîé, ÷òî Bn = A. (Íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç óðàâíåíèÿ Bn = A âñå bj îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî íåêîòîðûì ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì ïðè ïîìîùè àëãåáðàè÷å-

ñêèõ îïåðàöèé è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D; ÿâíî ýòè ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû âûïèñàòü

ñëîæíî, íî ýòî íå òðåáóåòñÿ � âàæíî, ÷òî îíè åñòü). Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä A1/n åäèí-

ñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîðåíü èç 1 â F .

39. Âû÷èñëèòå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ðÿäà L1/2, ãäå L = D2
x + u ∈ F((Dx)). Ïðîâåðüòå,

÷òî îïåðàòîð A èç çàäà÷è 32 ðàâåí A = 4(L3/2)≥, ãäå çíà÷îê ≥ îáîçíà÷àåò äèô-

ôåðåíöèàëüíóþ ÷àñòü ÏÄÎ (òî åñòü, îòáðàñûâàþòñÿ âñå ÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûìè

ñòåïåíÿìè D).

40. Ïóñòü ÏÄÎ L óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàêñà Dt(L) = [A,L] (ãäå Dt � äî-

ïîëíèòåëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ñì. çàäà÷ó 32). Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà Dt(L
k) =

[A,Lk] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò êîðåíü L1/n (ãäå

n ñòåïåíü L), òî îí òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàêñà: Dt(L
1/n) = [A,L1/n].

41. Äëÿ A ∈ F ((D)), îáîçíà÷èì ÷åðåç resA (âû÷åò A) êîýôôèöèåíò ïðè D−1. Äî-

êàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ A,B ∈ F ((D)) âû÷åò îò êîììóòàòîðà åñòü ïîëíàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ:

res[A,B] ∈ ImD.

42. (Åùå îäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ÊäÔ) Èç çàäà÷ 40, 41 ñëå-

äóåò, ÷òî åñëè óðàâíåíèå ut = f [u] äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà Dt(L) = [A,L] ñ
íåêîòîðûìè ÄÎ L,A ∈ F [D], òî

resDt(L
k/n) ∈ ImDx, n = degL,

òî åñòü, âû÷åòû äðîáíûõ ñòåïåíåé Lk/n ñëóæàò ïëîòíîñòÿìè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè çàäà÷è 39, íàéòè íåñêîëüêî ïëîòíîñòåé ÊäÔ ïî ýòîé ôîð-

ìóëå. (Ïîíÿòíî, ÷òî çäåñü íóæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íå÷åòíûå ñòåïåíè LjL1/2,

òàê êàê resLj = 0.)
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