
Çàäà÷è ê ëåêöèè 7. (Äèôôåðåíöèàëüíûå è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû)

Íà ëåêöèÿõ ìû ïîëüçîâàëèñü ïðåäñòàâëåíèÿìè íóëåâîé êðèâèçíû Ut − Vx = [V,U ],
ãäå U, V ìàòðèöû (èëè ýëåìåíòû íåêîòîðîé àëãåáðû Ëè), çàâèñÿùèå îò ñïåêòðàëü-

íîãî ïàðàìåòðà λ. Äðóãîé ïîäõîä îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèÿõ Ëàêñà Lt = [A,L], ãäå
L,A äèôôåðåíöèàëüíûå èëè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïî Dx. Êðîìå

òîãî, ìû âèäåëè, ÷òî òàêèå îïåðàòîðû âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè èçó÷å-

íèè ñèììåòðèé (îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè f∗, îïåðàòîðû ðåêóðñèè). Ïîýòîìó ïîëåçíî

îñâîèòü ýòîò ÿçûê. Â ïðèíöèïå, ýòîìó ìîæíî áûëî áû ïîñâÿòèòü îòäåëüíóþ ëåê-

öèþ, íî, íà ìîé âçãëÿä, áóäåò ïîëåçíåå ïðîðåøàòü ñåðèþ çàäà÷ (â ýòîì ëèñòêå òîëüêî

íà÷àëî, â ñëåäóþùèé ðàç áóäåò ïðîäîëæåíèå).

* * *

Ïóñòü F íåêîòîðîå ïîëå. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå D : F → F íàçûâàåòñÿ äèôôå-

ðåíöèðîâàíèåì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà D(fg) = fD(g) + D(f)g äëÿ

ëþáûõ f, g ∈ F . Â îñíîâíîì, íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé, êîãäà F = F � ïîëå

ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îò êîíå÷íîãî ÷èñëà äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

è D = Dx � îïåðàòîð ïîëíîé ïðîèçâîäíîé, íî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ýòî íåâàæíî.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÄÎ)

F [D] =
{ M∑
n=0

fnD
n, fn ∈ F

}
.

Ñâîáîäíûé ÷ëåí f0 ∈ F èíòåðïðåòèðóåòñÿ, êàê îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà f0. Ìíî-

æåñòâî F [D] ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, ïðè÷åì ïðàâèëî Ëåéáíèöà ðàâíîñèëüíî ïðàâèëó

óìíîæåíèÿ

Df = fD +D(f), (1)

ïîçâîëÿþùåìó ïðîíîñèòü D íàïðàâî. Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïðîèç-

âåäåíèå ëþáûõ äâóõ ÄÎ.

31. Ïîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî èç (1) ñëåäóåò ïðàâèëî

Dnf = fDn +

(
n

1

)
D(f)Dn−1 +

(
n

2

)
D2(f)Dn−2 + · · ·+Dn(f), (2)

ãäå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ êàê(
n

k

)
= Ckn =

1

k!
n(n− 1) · · · (n− k + 1). (3)

(Ýòà ôîðìóëà äîëæíà áûòü õîðîøî çíàêîìà ñî øêîëû, ïðîñòî ïðèìåíèòå îáå ÷à-

ñòè ê ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó g. Ñìûñë ýòîãî óïðàæíåíèÿ â òîì è ñîñòîèò, ÷òîáû

íàó÷èòüñÿ îáõîäèòüñÿ áåç g.)

32. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå ÊäÔ ut = uxxx+6uux ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Ëàêñà

Dt(L) = [A,L] ñ

L = D2
x + u, A = 4D3

x + 6uDx + 3ux.

Ïîä Dt ïîäðàçóìåâàåòñÿ ¾âíåøíåå¿ äèôôåðåíöèðîâàíèå êîììóòèðóþùåå ñ Dx, òàê

÷òî Dt(L) ≡ [Dt, L] åñòü ÄÎ, ïîëó÷åííûé èç L ïðèìåíåíèåì Dt ê êîýôôèöèåíòàì

L; â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïðîñòî ut.
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33. Íàéäèòå îïåðàòîð A ïîðÿäêà 5, êîòîðûé äà¼ò àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ

ñèììåòðèè ÊäÔ uT = u5 + 10uu3 + 20u1u2 + 30u2u1 (îïåðàòîð L òîò æå ñàìûé).

Ìîæíî (íî íå îáÿçàòåëüíî) èñïîëüçîâàòü îäíîðîäíîñòü: âåñ Dx = 1, âåñ uj = 2 + j.

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå ut = f(x, u, u1, . . . , un). Êàê ìû çíàåì, åãî ñèììåòðèè

uT = g[u] îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì f∗(g) = g∗(f), ÷òî ìîæíî çàïèñàòü òàêæå, êàê

(∇f − f∗)(g) = 0 èëè (Dt − f∗)(g) = 0.

ÄÎ R íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðåêóðñèè, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Dt(R) = [f∗, R]. (4)

34. Äîêàæèòå, ÷òî R ïåðåâîäèò ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ ut = f â ñèììåòðèè, òî åñòü

åñëè uT = g ñèììåòðèÿ, òî uτ = R(g) òàêæå ñèììåòðèÿ. Ïðîâåðüòå, ÷òî R = Dx+ u
ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ðåêóðñèè äëÿ ïîòåíöèèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ut =
uxx + u2x.

Ê ñîæàëåíèþ, îäíèìè ÄÎ îáîéòèñü íå óäàåòñÿ, íàïðèìåð, îïåðàòîð ðåêóðñèè äëÿ

ÊäÔ íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ïðèõîäèòñÿ ïåðåõîäèòü

ê ñëåäóþùåìó ðàñøèðåíèþ êîëüöà F [D]. Ââåäåì ñèìâîë D−1 è ïîëîæèì DD−1 =
D−1D = 1. Â îòëè÷èå îò D, ýòîò ñèìâîë íèêàêîãî îïåðàòîðà íà F íå îáîçíà÷àåò.

Îäíàêî, åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû ïîñòðîèòü ðàñøèðåíèå F [D] äî ìíîæåñòâà
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÏÄÎ)

F ((D)) =
{ M∑
n=−∞

fnD
n, fn ∈ F

}
.

35. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå D−1 íà ýëåìåíò èç F îïðåäåëÿëîñü ôîðìóëîé

D−1f = fD−1 −D(f)D−2 +D2(f)D−3 − . . .

Äîêàæèòå, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò îáùàÿ ôîðìóëà

Dnf = fDn +

(
n

1

)
D(f)Dn−1 +

(
n

2

)
D2(f)Dn−2 + . . . , (5)

ãäå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû êàê äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è äëÿ îòðèöàòåëü-

íûõ n îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (3) (îòëè÷èå â òîì, ÷òî äëÿ n ≥ 0 ñóììà îáðûâàåòñÿ,
òàê êàê

(
n
n+1

)
= 0, à ïðè n < 0 âñåãäà èìååòñÿ áåñêîíå÷íûé ðÿä).

Äîêàæèòå, ÷òî F((D)) � òåëî (íåêîììóòàòèâíîå ïîëå), òî åñòü, äëÿ ëþáîãî ÏÄÎ

A 6= 0 ñóùåñòâóåò ÏÄÎ A−1 òàêîé, ÷òî AA−1 = 1.

36. Ïðîâåðüòå, ÷òî R = D2
x+4u+2uxD

−1
x � îïåðàòîð ðåêóðñèè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ

ut = uxxx + 6uux, òî åñòü, âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (4).
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