
Çàäà÷è ê ëåêöèè 6. (Ñèììåòðèè)

Â çàäà÷àõ 25�28 ôóíêöèè f, g, h ïðèíàäëåæàò F � ïîëþ ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé îò êîíå÷íîãî ÷èñëà äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ x, u0, u1, . . . , ãäå un = ∂n

x (u)
(çàâèñèìîñòü îò t äëÿ ïðîñòîòû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü). Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ:
îïåðàòîð ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ýòî

Dx = ∂x + u1∂0 + · · ·+ un+1∂n + . . . ,

ýâîëþöèîííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòî

∇f = f∂0 +Dx(f)∂1 + · · ·+Dn
x(f)∂n + . . . ,

îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè ýòî

f∗ = ∂0(f) + ∂1(f)Dx + · · ·+ ∂n(f)D
n
x + . . . ,

êîììóòàòîð ôóíêöèé èç F îïðåäåëÿåòñÿ êàê

[f, g] = ∇f (g)−∇g(f) = g∗(f)− f∗(g).

25. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

[∇f ,∇g] = ∇[f,g]

(â ëåâîé ÷àñòè [, ] îáîçíà÷àþò êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé, â ïðàâîé � êîììóòà-
òîð ôóíêöèé). Ïðîùå âñåãî ïðèìåíÿòü îáå ÷àñòè ê êîîðäèíàòíûì ôóíêöèÿì un.
Âûâåäèòå îòñþäà òîæäåñòâî

[f, [g, h]] + [g, [h, f ]] + [h, [f, g]] = 0.

Ïîêàæèòå, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò:
� ýâîëþöèîííûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàçóþò ïîäàëãåáðó Ëè â àëãåáðå Ëè

âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé F ;
� F åñòü àëãåáðà Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè [, ];
� ïðàâûå ÷àñòè ñèììåòðèé äëÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ ut = f îáðàçóþò ïîäàëãåá-

ðó Ëè â F (êîììóòàòîð ñèììåòðèé � ñèììåòðèÿ).

26. Äîêàæèòå òîæäåñòâà

(∇f (g))∗ = [∇f , g∗] + g∗f∗,

[∇f − f∗,∇g − g∗] = ∇[f,g] − [f, g]∗.

Ïîêàæèòå, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå [f, g] = 0 äëÿ ñèììåò-
ðèé óðàâíåíèÿ ut = f ìîæíî ïåðåïèñàòü â îïåðàòîðíîì âèäå

[∇f , g∗]− [∇g, f∗] = [f∗, g∗].
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27. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè óðàâíåíèÿ

ut = f(x, u, . . . , un), uT = g(x, u, . . . , um),

ñîâìåñòíû è n,m > 1, òî (∂n(f))
1/n = (∂m(g))1/m. Â ÷àñòíîñòè, åñëè óðàâíåíèå

èìååò âèä

ut = un + ìëàäøèå ÷ëåíû,

òî è âûñøèå ñèììåòðèè èìåþò òàêîé æå âèä (åñëè îíè ñóùåñòâóþò).

28. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f, g � ìíîãî÷ëåíû, îäíîðîäíûå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî
âåñà w(un) = a+bn, òî è [f, g] åñòü ìíîãî÷ëåí, îäíîðîäíûé îòíîñèòåëüíî ýòîãî âåñà.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè óðàâíåíèå èìååò âèä

ut = un + ìëàäøèå ÷ëåíû,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí, òî ïîëèíîìèàëüíûå âûñøèå ñèììåòðèè
ýòîãî óðàâíåíèÿ êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì.

29. Âåðí¼ìñÿ ê öåïî÷êå Âîëüòåððà

un,x = un(un+1 − un−1).

Âû÷èñëèòå äëÿ íå¼ âûñøóþ ñèììåòðèþ âèäà

un,t = g(un−2, . . . , un+2).

Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü â îáùåì âèäå, íî åñëè âû÷èñëåíèÿ êàæóòñÿ ñëèøêîì ãðîìîçä-
êèìè, ìîæíî ïðèíÿòü óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå. Çàìåòèì, ÷òî öåïî÷êà èìååò
ñòðóêòóðó un,x = un(T − T−1)(un), ãäå T : un 7→ un+1 îïåðàòîð ñäâèãà, è ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýòî âåðíî è äëÿ ñèììåòðèè:

un,t = un(T − T−1)(G(un−1, un, un+1)).

Çàïèøèòå, ê ÷åìó ñâîäèòñÿ êîììóòàòîð â ýòîì ñëó÷àå è íàéäèòå G. [Íàïîìíþ, ÷òî
ïðè ðàáîòå ñ öåïî÷êàìè ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàòü èíäåêñ n]

30. Ïåðåïèøèòå îòâåò èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è â âèäå ñèñòåìû èç çàäà÷è 11, îáîçíà-
÷èâ un = u, un+1 = v äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íîìåðà n.
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