
Çàäà÷è ê ëåêöèè 3. (Öåïî÷êè)

(!) Ïðè âû÷èñëåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ öåïî÷êàìè, ðåêîìåíäóåòñÿ îïóñêàòü èíäåêñ n, åñ-
ëè ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì. Òî÷íî òàê æå, â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå îáû÷íî

îïóñêàþò àðãóìåíò ôóíêöèè. Òî åñòü, óäîáíî ïèñàòü u âìåñòî un, u±1 âìåñòî un±1
è òàê äàëåå. Ýòî ñèëüíî ýêîíîìèò áóìàãó. Â ôîðìóëèðîâêàõ çàäà÷ âñå èíäåêñû

ïðîïèñàíû ïîëíîñòüþ.

13. (Ñâÿçü öåïî÷åê Âîëüòåððà è Òîäû) Ïîêàæèòå, ÷òî öåïî÷êè Âîëüòåððà (1) è Òî-

äû (2) ñâÿçàíû ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çàìåí, íåîáðàòèìîé â îáå ñòîðîíû:

u′n = un(un+1 − un−1) (1)

l fn = u2n, gn = u2n+1

f ′n = . . . , g′n = . . .

↓ an = fngn, bn = fn+1 + gn

a′n = . . . , b′n = . . .

↑ an = eqn−qn−1 , bn = q′n

q′′n = eqn+1−qn − eqn−qn−1 (2)

Øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé. Íóæíî ïðîñòî àêêó-

ðàòíî âûïèñàòü ïðîìåæóòî÷íûå óðàâíåíèÿ.

14. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ öåïî÷åê çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå âèäà

ρ′n = σn+1 − σn,

ãäå ρn è σn � ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ â íåñêîëüêèõ ñîñåäíèõ óçëàõ. Ïðîâåðüòå, ÷òî

öåïî÷êà (1) èìååò ñëåäóþùèå ïëîòíîñòè (íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå σ)

ρ(0)n = log un, ρ(1)n = un.

Äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ ïëîòíîñòåé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé òîëüêî â îäíîì óç-

ëå, áîëüøå íåò. Ïîïðîáóéòå ïîäîáðàòü ïëîòíîñòü, çàâèñÿùóþ îò un, un+1. Åñëè ýòî

îêàæåòñÿ ñëèøêîì ïðîñòî, ïîïðîáóéòå ñäåëàòü è äëÿ un, un+1, un+2 (âñå ïëîòíîñòè,

êðîìå ρ(0), ïîëèíîìèàëüíû).

15. Öåïî÷êîé Áîãîÿâëåíñêîãî ïîðÿäêà m íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

u′n = un(un+m + · · ·+ un+1 − un−1 − · · · − un−m)

(m � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî; öåïî÷êà Âîëüòåððà îòâå÷àåò m = 1). Ýòà
öåïî÷êà òîæå èíòåãðèðóåìà, íî ìû å¼ íå áóäåì ïîäðîáíî èçó÷àòü. Ïðîâåðüòå, ÷òî

log un è un ñëóæàò ïëîòíîñòÿìè è â ýòîì ñëó÷àå, ïîïðîáóéòå îáîáùèòü ñëåäóþùóþ

ïëîòíîñòü.
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16. (Àíàëîã ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû äëÿ öåïî÷êè Âîëüòåððà) Ïðîâåðüòå, ÷òî ìîäè-

ôèöèðîâàííàÿ öåïî÷êà Âîëüòåððà

v′n = (v2n − z2)(vn+1 − vn−1), (3)

ãäå z � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð, ñâÿçàíà ñ (1) ïîäñòàíîâêîé

un = (vn − z)(vn+1 + z). (4)

17. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (4) ìîæíî îáðàòèòü â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà

vn = z(1 + Pn), Pn =
p
(1)
n

λ
+
p
(2)
n

λ2
+ . . . , λ := z2, (5)

ãäå p
(k)
n íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ uj (âåðõíèé èíäåêñ ýòî ïðîñòî íîìåð,

îòâå÷àþùèé ñòåïåíè λ). Âûâåäèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ è

ïîäñ÷èòàéòå 2�3 øòóêè.

18. Â îòëè÷èå îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû äëÿ ÊäÔ, ïåðåìåííàÿ vn íå ÿâëÿåòñÿ

ïëîòíîñòüþ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó íåïîñðåäñòâåííî èç ðÿ-

äà (5) çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ (1) íå ïîëó÷àþòñÿ. Îäíàêî, ïëîòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ

log(z + vn) = log 2z + log(1 + Pn/2). Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïëîòíîñòè â ïåðåìåí-

íûõ un, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü äîïîëíèòåëüíîå ðàçëîæåíèå

log(1 + Pn/2) =
Pn

2
− P 2

n

2 · 22
+

P 3
n

3 · 23
− P 4

n

4 · 24
+ . . .

Íàéäèòå k ïëîòíîñòåé òàêèì ìåòîäîì, ãäå k ÷èñëî ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Pn,

íàéäåííûõ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.
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