
Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà Áàðãìàííà

×òîáû ïîëó÷èòü n-ñîëèòîííîå ðåøåíèå ÊäÔ, ìû ñòðîèëè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà

ψxx + (u+ λ)ψ = 0 (1)

â âèäå
ϕ(z) = e−XΦ = e−zx−4z3t((2z)n + ϕ1(2z)n−1 + · · ·+ ϕn), z2 = −λ. (2)

Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû ϕi

ϕ(−kj) = cjϕ(kj), j = 1, . . . , n

è íàì áûëî äîñòàòî÷íî íàéòè ϕ1, ïîñêîëüêó u = ∂x(ϕ1). Îäíàêî, íè÷òî íå ìåøàåò íàéòè
òàêæå îñòàëüíûå ϕi è ïîñìîòðåòü, êàê óñòðîåíû âîëíîâûå ôóíêöèè ϕ(z) è ϕ(−z) äëÿ
äàííîãî u.

Â ýòîì ôàéëå èëëþñòðèðóåòñÿ ðåçóëüòàò ýòèõ âû÷èñëåíèé � íèêàêèõ ôîðìóë, òîëüêî
ãðàôèêè, äëÿ ñëó÷àÿ n = 4 ñ êîíêðåòíûìè ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè

k1 = 0.95, k2 = 0.75, k3 = 0.6, k4 = 0.35,

cj = (−1)n−j−1e−2δj , δ1 = −0.5, δ2 = 1, δ3 = 0.3, δ4 = −0.2

(îíè íè÷åì íå ïðèìå÷àòåëüíû). ×åðåäîâàíèå çíàêîâ ó ïàðàìåòðîâ cj îáåñïå÷èâàåò ðåãó-
ëÿðíîñòü ïîòåíöèàëà è âîëíîâûõ ôóíêöèé.

Â.Ý. Àäëåð. Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, âåñåííèé ñåìåñòð 2020



Íåñêîëüêî ïîÿñíåíèé:

• íà ãðàôèêàõ âûâîäèòñÿ −u, ïîñêîëüêó â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðèíÿòî â óðàâíåíèè (1)
ïèñàòü u ñî çíàêîì ìèíóñ (òî åñòü, ñîëèòîí èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà);

• îäíà èç ôóíêöèé ϕ(z) è ϕ(−z) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè x → +∞, äðóãàÿ ïðè
x → −∞. Â òî÷êàõ λj = −k2j ýòè ôóíêöèè ñòàíîâÿòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè (÷òî è íà-
ïèñàíî âûøå) è îïðåäåëÿþò ñîáñòâåííóþ (íåíîðìèðîâàííóþ) ôóíêöèþ îïåðàòîðà Øð¼-
äèíãåðà. Äëÿ íàãëÿäíîñòè, âñå âîëíîâûå ôóíêöèè âûâîäÿòñÿ ñ îäíèì è òåì æå îáùèì
ìíîæèòåëåì 0.3 � îí ïîäîáðàí äëÿ äàííîãî êîíêðåòíîãî ïðèìåðà òàê, ÷òîáû àìïëèòóäà
áûëà ïðèìåðíî òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ó ïîòåíöèàëà;

• ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðèíÿòî íóìåðîâàòü ïî âîçðàñòàíèþ. Äëÿ ïîòåíöèàëà Áàðãìàí-
íà îíè âñå îòðèöàòåëüíûå, λj = −k2j , ïîýòîìó λn � ñàìîå ìàëåíüêîå ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå:

λ1 < · · · < λn < 0.

×èñëà kj ìû äëÿ îïðåäåëåííîñòè áåð¼ì ïîëîæèòåëüíûìè, òîãäà îíè óïîðÿäî÷åíû ïî
óáûâàíèþ:

k1 > · · · > kn > 0.



Çàâèñèìîñòü îò z

Çäåñü ïîêàçàíû âîëíîâûå ôóíêöèè ϕ(z), ϕ(−z) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t. Îáðàòèòå
âíèìàíèå íà òî, êàê ñìåùàþòñÿ íóëè ôóíêöèé â çàâèñèìîñòè îò z:

� ïðè z ≥ k1 ôóíêöèÿ ϕ(z) íå èìååò íóëåé íà îñè x;
� ïðè óìåíüøåíèè z äî 0, íóëè ¾çàõîäÿò¿ â ôóíêöèþ ϕ(z) ÷åðåç x = −∞, ïðè

ïðîõîæäåíèè z ÷åðåç kj , è äâèæóòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Â ðåçóëüòàòå, ïðè êàæäîì z ∈
[kj+1, kj) ýòà ôóíêöèÿ èìååò j íóëåé (n ïðè z ∈ [0, kn));

� ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè z íóëè ¾âûõîäÿò¿ ÷åðåç x = +∞, êîãäà z ïðîõîäèò
−kj ;

� ó ôóíêöèè ϕ(−z) åñòåñòâåííî, âñå íàîáîðîò.



Íóëè ϕ(z) è ϕ(−z)
Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ôóíêöèÿ ϕ(z) èìååò ðîâíî n íóëåé ïî z,

ϕ(z) = const ·e−zx−4z3t(z − r1(x)) . . . (z − rn(x)).

Ïðè x → −∞ ýòè íóëè ðàñïîëîæåíû ïî îäíîìó â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (kj+1, kj),
j = 1, . . . , n − 1. Ïðè óâåëè÷åíèè x ôóíêöèè rj ìîíîòîííî óáûâàþò è ïðè x → +∞
ïåðåìåùàþòñÿ â èíòåðâàëû (−kj ,−kj+1), îáìåíèâàÿñü ìåñòàìè ñ íóëÿìè ϕ(−z). Òî÷êè
x, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îáìåí � ýòî íóëè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ϕ(kj). Çà èñêëþ÷åíèåì
ýòèõ òî÷åê, â êàæäîì èç 2n èíòåðâàëîâ ïî z íàõîäèòñÿ îäèí íóëü, ëèáî ôóíêöèè ϕ(z),
ëèáî ôóíêöèè ϕ(−z).
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Çàâèñèìîñòü îò t

Îãðàíè÷èìñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ϕ(kj , x, t). Îíè èçîáðàæåíû íà ñëåäóþùåì ãðà-
ôèêå â ðàçíûå ìîìåíòû t. Èõ ïîâåäåíèå âïîëíå îæèäàåìî: êîãäà ñîëèòîíû ðàñõîäÿòñÿ
äîñòàòî÷íî äàëåêî äðóã îò äðóãà, ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ λ = −k2j ëîêàëèçî-
âàíà âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîëèòîíà. Ïðè ýòîì îíà èìååò j − 1 íóëåé ïî x â ëþáîé
ìîìåíò t.
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